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Resume. Dans les annees 90, J.-B. Best a developpe tout un formalisme des 
pentes des fibrfe vectoriels hermitiens sur I’anneau des entiers d’un corps de 
nombres. Au cours de ses recherches, une nouvelle methode d’approximation 
diophantienne — dite methode des pentes — a ete elaboree. Get article propose 
une generalisation de ces travaux a une classe plus large de fibres vectoriels, 
dits adeliques, definis sur un corps global. Ces fibres possedent aux places ar- 
chimediennes des normes qui ne sont plus necessairement hermitiennes. Nous 
examinons egalement le lien avec la theorie des minima successifs adeliques. 
Pour parvenir a ces resultats, nous avons recours a plusieurs concepts de geo- 
metrie des espaces de Banach de dimension finie. 

Abstract. At the end of the twentieth century, J.-B. Bost developped a 
slope theory of hermitian vector bundles over number fields. A new method of 
diophantine approximation, the so-called slope method, has emerged from his 
research. Our article proposes a generalisation to adelic vector bundles over 
global fields. The norms at the archimedean places are no longer supposed to 
be hermitian. The link with adelic successive minima is also mentioned. To get 
these results, we use several concepts from the geometry of finite dimensional 
Banach spaces. 
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1. Introduction 

Ce texte decrit une generalisation de la theorie des pentes des fibres vectoriels 
hermitiens sur I’anneau des entiers d’un corps de nombres aux fibres vectoriels 
adeliques sur un corps global. 

Etant donne un corps de nombres k d’anneau des entiers Ok, un fibre vectoriel 
hermitien E sur SpecOfc est la donnee d’un Ofc-module projectif de type fini E 
et, pour toute place archimedienne v de k, d’une norme |j.||^ sur I’espace vectoriel 
Ey := E (g)fe ky {ky = R ou C) qui est euclidienne si v est une place reelle et qui est 
hermitienne, invariante par conjugaison complexe, si v est une place complexe. A 
une telle donnee, I’on pent associer un nombre reel appele degre d’Arakelov (et note 
degjji?), qui, au signe pres, mesure une « hauteur de E ». Ces nombres jouent un 
role important en geometric d’Arakelov. Ce sont les elements primitifs a partir des- 
quels se batissent d’autres invariants associes a E. II s’agit notamment des pentes 
du graphe du polygone qui delimite superieurement I’enveloppe convexe des couples 
de nombres reels (rgF, degjjF) oil F parcourt les sous-fibres de E. Les images de 
ces pentes par la fonction x ^ se comparent aux minima successifs adeliques 
de E, definis par Bombieri & Vaaler [2]. A I’occasion de cours de 3®“®q cycle donnes 
a rinstitut Henri Poincare (Paris) en 1997 et 1999, J.-B. Bost a eflfectue une etude 
systematique des proprietes de ces nombres, elaborant ainsi une veritable theorie 
des pentes. L’objectif poursuivi initialement etait de reformuler sous forme plus geo- 
metrique et intrinseque la demonstration du theoreme des periodes de D. Masser 
& G. Wiistholz (voir [6]). Les notes de ces cours n’ont pas ete publiees. Neanmoins 
plusieurs fragments se trouvent dans les articles [6,7,12,18,19,39]. De I’article fon- 
dateur [6] est issue une methode — dite methode des pentes — destinee a prouver 
des enonces de transcendance et d’approximation diophantienne. Elle se rapproche 
de la methode des determinants d’interpolation de M. Laurent. La grande force 
de la methode des pentes est de s’adapter naturellement a un probleme de nature 
geometrique. Cette caracteristique renforce la clarte de I’argumentation en separant 
distinctement les contributions, tout en faisant ressortir les invariants naturels des 
objets geometriques. Par exemple, elle a permis de mettre en lumiere et de demon- 
trer un critere d’algebricite de feuilles formelles (voir [7]). Nous I’avons egalement 
utilisee pour fournir des minorations de formes lineaires de logarithmes de varietes 
abeliennes principalement polarisees, minorations qui sont totalement explicites en 
la dimension et la hauteur de Faltings de la variete (voir [16]). 

A I’usage, il arrive parfois que le cadre des fibres vectoriels hermitiens sur Spec Ok 
dans lequel s’applique la methode des pentes s’avere trop rigide. A la suite des 
travaux de S. Zhang [41], V. Maillot [22] ou bien encore de R. Rumely et al. [28], il 
est apparu que, si Ton souhaite construire une « hauteur canonique » sur les cycles 
d’une variete projective X munie d’un fibre en droites ample M, les metriques 
que Ton doit mettre sur M ne sont pas en general hermitiennes mais seulement 
continues. Cela empeche alors de mettre en oeuvre la methode des pentes telle 
quelle, comme on aimerait le faire par exemple avec I’espace vectoriel des sections 
globales H°(X, M). 

Ces observations nous ont amene a examiner a nouveau le formalisme des pentes 
pour des fibres vectoriels munis d’une structure plus souple que celle des fibres 
vectoriels hermitiens sur SpecOfe. Avant de presenter plus en detail les resultats 
de cet article, je tiens a souligner que la plupart d’entre eux — preuves comprises 
— proviennent des cours de J.-B. Bost mentionnes ci-dessus, au moins en ce qui 
concerne le cas hermitien. 

Dorenavant, nous considerons un corps global k (corps de nombres ou corps de 
fonctions). En nous inspirant de [28], nous definissons la notion de fibre vectoriel 
adelique sur Specfc qui generalise celle de fibre hermitien sur SpecOfc. Un tel objet 
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est la donnee d’un fc-espace vectoriel E de dimension finie n, muni d’une k-hase 
e et, pour chaque place v de k, d’une norme ||.||^ sur E Cy, invariante sous 
I’action des automorphismes continus de Gal(C^/fct,). On le note E = {E, (||-H 
Si V est ultrametrique, la norme doit verifier I’inegalite ultrametrique usuelle 
et, sauf pour un nombre fini de v, elle est egale a la norme du sup sur E 
Cy, cet espace etant identifie a C" au moyen de la base e. Le trait marquant 
de ces fibres adeliques est que les normes aux places archimediennes ne sont plus 
necessairement hermitiennes. La collection des normes de E dote I’espace adelique 
E Gfe kA d’une boule unite, dont le logarithme du volume jouera le role de degre 
d’Arakelov de E (a une constante pres). II sera appele degre adelique de E dans 
la suite. Une fois ces definitions fixees, nous etudions les proprietes de ce degre 
vis-a-vis des operations usuelles que Ton peut effectuer sur I’ensemble des fibres 
vectoriels adeliques (extension du corps de base, somme directe, etc.). Puis nous 
construisons I’analogue du « polygone canonique » a partir duquel s’obtiennent les 
n pentes de E. Le reste de I’article s’attache alors a etudier certaines proprietes 
de ces pentes, en particulier leur comportement par transformation lineaire, c.-a-d. 
lorsque deux fibres E et E ont leurs espaces vectoriels sous-jacent relies par une 
application lineaire. Ceci donne naissance a plusieurs inegalites — dites inegalites 
de pentes — dont I’une est au coeur de la methode des pentes, evoquee au debut 
de cette introduction. 

La plupart des resultats que nous obtenons sont bases sur le meme schema de 
preuve. On commence par s’interesser au cas hermitien, c.-a-d. au cas d’un fibre 
vectoriel adelique dont les normes aux places archimediennes sont hermitiennes. Les 
demonstrations sont alors tres proches de cedes deja connues pour les fibres vecto¬ 
riels hermitiens sur SpecOfc. Le passage au cas general s’effectue au moyen d’une 
comparaison entre une norme quelconque ||.|| sur R" et une norme euclidienne, en 
faisant intervenir la distance — dite de Banach-Mazur — entre (R", ||.||) et I’es¬ 
pace euclidien usuel Cette demarche est frequente dans I’etude de la geometrie 
des espaces de Banach de dimension finie (geometrie de Minkowski). Toutefois, un 
certain nombre d’adaptations et de reformulations dans le cadre adelique ont ete 
necessaires. Par exemple, nous definissons les fibres vectoriels adeliques de John et 
Lowner associes a un fibre vectoriel adelique E sur Spec A, qui sont des fibres vecto¬ 
riels hermitiens qui encadrent au mieux E (en termes de volumes de boules unites). 
Ces fibres fournissent des formules exactes pour le degre adelique de E. Et cela 
conduit de temps en temps a des resultats plus fins, qui font intervenir le « quotient 
volumique adelique » de E, qui est un nombre reel construit a I’aide du fibre de 
John de E, au lieu de la distance de Banach-Mazur adelique. Un aspect interessant 
de cette approche est que les termes d’erreurs induits sont tres bien controles. Ils 
sont bornes par une fonction explicite de la dimension de E et du degre de k. De 
plus, ils disparaissent lorsque E est hermitien. Ceci assure que les enonces etablis 
dans cet article sont des generalisations du cas « classique », hermitien sur Spec Ok ■ 

Pour conclure, mentionnons que la theorie des pentes sous sa forme originelle 
revet un aspect assez elementaire a la fois en ce qui concerne les enonces et les 
preuves. Afin de preserver son caractere accessible au non-specialiste, nous avons 
rappele quelques rudiments de theorie des adeles et de geometrie de Minkowski. 
Nous ne supposons de la part du lecteur aucune connaissance particuliere relative 
a la theorie des pentes « classique ». Les demonstrations sont donnees dans leur 
integralite, fait susceptible d’entramer ga et la des repetitions. 

Remerciements. Je remercie Gael Remond de sa lecture attentive et critique 
d’une premiere version de ce texte et des corrections qu’il m’a suggerees. Je remercie 
egalement le rapporteur de I’attention qu’il a pretee a ce texte en me signalant de 
nombreuses erreurs et inexactitudes. 
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2. Preliminaires 

2.1. Adeles sur un corps global. Ce paragraphe presente quelques proprietes 
bien connues des corps globaux et il fixe quelques notations, utilisees dans la suite. 
Une etude systematique des corps globaux et de leurs proprietes se trouve dans les 
ouvrages de C. Chevalley [13] et de A. Weil [40]. 

Soit k un corps global. II y a deux cas de figure selon la caracteristique de k. 

© La caracteristique de k est nulle. 

Dans ce cas, le corps k est un corps de nombres. On pose ko := Q et D = [k : ko] le 
degre absolu de k. On designe par |.|„ la valeur absolue sur le complete ky (ou C„) 
de k en la place v, normalisee de la maniere suivante. 

1) Si V est archimedienne, |.|^ est la valeur absolue usuelle sur R ou C. 

2) Si V est ultrametrique, de caracteristique residuelle on a \pv\v = Pv^- 
® La caracteristique de k est p > 0. 

Le corps k est une extension finie de ko := Fp{T). On note D := [k : fcoj. Une place 
V de k est necessairement ultrametrique et la place vq de ko correspondante est de 
deux sortes : soit elle provient d’un polynome irreductible tt de Fp]©], soit I’ideal 
premier associe a vo est engendre par T~^. Dans ce second cas la place vq est dite 
infinie, cette designation etant bien sur function du choix de T. Sur le complete 
{ko)vo, on considere la valeur absolue l.ji,,, normalisee par |7r|„(, (premier 

cas) ou |T|„|, = p (second cas). On prolonge alors cette valeur absolue a ky de 
telle maniere a ce que |a;|„ = pour x S (^o)do- Autrement dit, si N designe 
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I’application norme de I’extension ky \ (fco)^^, on a \x\y = |N(a:)|io"” ou riy est le 
degre local [ky : (fco)„o]- 

Avec ces normalisations, si Ton pose := 1, 2, [ky : Qp„], [ky : {ko)yy] selon que v 
est reelle, complexe, ultrametrique (caracfc = 0 ou p respectivement), I’application 
X G ky I a; I"" est le module de Haar normalise en la plaee v et la formule du 

produit s’ecrit alors 

Va;GA:\{0}, = 1 

V place de k 

(dans ce produit tous les termes sauf un nombre fini valent 1). Si AT est une extension 
finie de k, 11 n’y a qu’un nombre fini de places w de K au-dessus d’une place v de 
k. On dispose d’un isomorphisme de AT-algebres topologiques pour les completes 

(1) a: (8)fc ~ ATu,, 

w\v 

qui conduit en particulier a Tegalite des degres 

[K : k]=^ [Kyj : ky] 
w\v 


(voir le chapitre 4 de [13]). 

Soit kA I’anneau des adeles de k. En tant que groupe localement compact, (/caj +) 
possede une mesure de Haar, unique a multiplication par un nombre reel strictement 
positif pres. Le plongement diagonal k k a confere a k une structure de reseau 
dans kA et I’espace compact kA/k a une mesure de Haar finie. Plus generalement 
11 en est de meme pour E ^ E ® kA ='■ Ea ou E est un /c-espace vectoriel de 
dimension finie. La mesure dite de Tamagawa est celle pour laquelle la mesure du 
quotient Ea/E vaut 1. 

• Si fc est un corps de nombres, soit la mesure de Haar definie sur le complete 
ky de k en une place v de la maniere suivante : 

a) Si V est reelle, jjLy est la mesure de Lebesgue usuelle sur R. 

b) Si V est complexe, p,y s’identifie au double 2dxdy de la mesure de Lebesgue 
sur R^. 

c) Si V est ultrametrique, on pose p,y(Oy) = 1 ou Ot, est I’anneau de valuation 

de ky. 

La mesure produit y = Y\lJiy est une mesure de Haar sur kA pour laquelle la mesure 
de I’espace quotient kA/k (c.-a-d. la mesure d’un domaine fondamental de celui-ci) 
egale ou Dk est le discriminant absolu de k (proposition 7 du chapitre 5 

de [40]). 

• Si fc est un corps de fonctions, on note y la mesure de Haar sur kA telle que 

/idlt, C’w) = 1- On a alors y{kA/k) = ou g{k) G N est le genre de A: et g 

designe le cardinal du plus grand corps fini Indus dans k (corollaire 1 du chapitre 6, 
ibid.). 

Plus generalement, si E est un fc-espace vectoriel de dimension finie, le choix 
d’une fc-base de E fournit un isomorphisme E^kA — et une mesure de Haar 

He A sur Ea- Cette mesure ne depend pas du choix de la base de E. 

Avec ces normalisations, pour toute place u de A: et tout nombre reel r G \ky\y, 
on a 

(2) Hv ({^ ^ 5 l^li; ^ ^}) — ^ Hv ^ 5 l^li; ^ ■ 

Cette egalite reste valide si Ton remplace Hv par une mesure de Haar quelconque 
sur {ky, +). Enfin, 11 est commode de definir pour un adele a = {ay)y G kA la valeur 
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absolue adelique de a comme le nombre reel 

|a|A := n I®’'!”” ■ 

V place de k 

Si k est un corps de nombres, I’image par |- |a des ideles de /ca est Si k 
est un corps de fonctions, I’image |A:^|a est {g" ; n G Z} (voir [40], chap. 7, § 5, 
corollaire 6). 


2.2. Geometrie de Minkowski. Pour comprendre les proprietes d’une norme 
quelconque sur R”, une possibilite est d’effectuer une comparaison avec la norme 
de p G [l,+oo], et, si possible, avec la norme euclidienne de La geometrie 
de Minkowski est I’etude des R-espaces vectoriels normes (i?, ||.||) de dimension 
finie. L’un des axes de cette etude consiste precisement a s’interesser a la structure 
euclidienne qui se rapproche le plus de la structure d’espace vectoriel norme de 
E, en un sens que nous preciserons un peu plus loin. Dans le cas d’un corps de 
nombres, cette approche s’averera etre la clef qui permet d’aborder la theorie des 
fibres vectoriels adeliques. 

Pour ecrire cette synthese, nous avons consulte les ouvrages de G. Pisier [23], 
R. Ryan [29] et A. Thompson [37] ainsi que les articles [10,26,30]. 

Dans tout ce paragraphe, E est un R-espace vectoriel de dimension n > 1, muni 
d’une mesure de Haar vol. L’espace vectoriel dual E'' = HomR(£i,R) possede alors 
une mesure de Haar particuliere vol*, associee au choix de vol, caracterisee de la 
maniere suivante : soit (ei,..., e„) une base de E et le parallelotope 

:= {a:iei H-h WnCn ; 0 < < 1 } • 

De meme, on dispose de la base duale (ej,...,e*) et du parallelotope dual 
associe. Alors vol* est I’unique mesure de Haar telle que 

vol(.^) vol*(i3^*) = 1 . 

Soit C C E une partie convexe, d’interieur non vide, compact et symetrique par 
rapport a I’origine. Un tel ensemble est appele corps convexe (symetriqu^). La 
fonction jauge 

Mx € E, j (a:) := inf IA > 0 ; ^ G c| 

fait le lien entre une norme sur E et le corps convexe qui est la boule unite pour 
cette norme. Autrement dit, le couple {E, C) est la donnee d’une structure normee 
{E,j) sur I’espace vectoriel E. Dans la suite, nous noterons aussi ||.|| la norme j sur 
E. 


Definition 2.1. Le polaire de C, note C°, est I’ensemble C° 
{pGE''; \ip{C)\ C [0,1]}. 


On verifie que C° est la boule unite fermee de I’espace dual {E'',j''). Lorsque p G 
[l,+oo], on note (ou fo]] r) la boule unite fermee de I’espace de Banach £^ := 
(R", |.|p), ou 


( 3 ) 


I {xi , . . . , Xn)\p — 


{\xi\P H-h |a;„|P)^^^ 

max{|a;i|,..., |x„|} 


si p G [1, +oo[, 
si p = +00. 


Si p G]0, 1[ et n > 2, cette application |.|p n’est plus une norme et n’est plus 
convexe, mais cela reste un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Ainsi, pour 


*Tous les corps convexes consideres dans ce texte sont symetriques et nous omettrons de le 
preciser a chaque fois. 
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tout p > 0 et pour la mesure de Lebesgue vol„ sur R”, on a 


( 4 ) 


vol„(6P) 


r(i + f) 


ou r(ai) := * dt (voir formule ([9]) un peu plus loin). De meme, 

designe la boule unite fermee pour la norme |.|p sur C". En identifiant C” a R^”, 
la mesure de Lebesgue de ^ vaut 


( 5 ) 



A un corps convexe C, Ton pent associer I’invariant suivant : 


Definition 2.2. Le produit de Mahler du corps convexe C, note P{C), est le produit 
vol(C')vor(C°). 


Ce nombre reel ne depend pas du choix de la mesure de Haar vol sur E. De 
plus, il est invariant par isomorpliisme : si m e GL(i?) alors P{u{C)) = P{C). C’est 
pourquoi Ton pent omettre la reference a E dans la notation du produit de Mahler. 


Theoreme 2.3. Pour tout corps convexe C, on a 

P{C) < P{bn) (Blaschke-Santalo) 
et I’existence d’une constante absolue c €]0,+oo[ telle que 

P{C) > e“™P(6^) (Bourgain-Milman). 


La premiere inegalite a ete etablie dans [1,31], articles auxquels on pent adjoindre 
le texte de J. Saint-Raymond [30] qui comporte une preuve « elementaire » de ce 
resultat et qui demontre qu’il y a egalite seulement si, dans une certaine base de 
E, le convexe C est la boule unite euclidienne usuelle (on dit alors que C est un 
elUpsoide). La seconde inegalite, demontree dans [10], est plus difficile a obtenir. 
Une valeur explicite pour la constante c n’est pas connue a I’heure actuelle. Aussi 
peut-il etre utile de mentionner une minoration plus faible due a K. Mahler [21] : 


minoration qui entrain^ 


P{C)> 


qn 

(^’ 


P{C) > . 


Une preuve de la conjecture de Mahler P{C) > 4"/n! permettrait d’obtenir une 
constante c explicite dans I’inegalite de Bourgain-Milman. 


Ellipsoi'des de John et Lowner. Un ellipsoide de E est un ensemble de la forme 
D = {x & E ] q(x) < 1} oil <7 : P ^ R est une forme quadratique definie positive. 
Si Ton fixe une base de E qui permet d’identifier E a R", un ellipsoide est I’image de 
la boule unite euclidienne 6^ par un isomorphisme de E. En particulier, le produit 
de Mahler de D est celui de 6^. 


*Le calcul qui conduit a cette minoration est base sur la formule donnee auparavant pour le 
volume de ainsi que sur I’existence d’une function rj, decroissante, positive et nulle a I’infini, 
telle que 

Vx > 0, r(l + x) = \/2 ttx 

(voir [25], chap. 2, § 4). 
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Definition-theoreme 2.4. Etant donne un corps convexe (symetrique) C, il existe 
un unique ellipsoi'de J{C), appele elUpsoide de John, inclus dans C et de volume 
maximal. De meme, il existe un unique ellipsoi'de L(C), dit ellipsoi'de de Lowner, 
contenant C et de volume minimal. 

La seconde assertion decoule de la premiere par dualite : J(C)° = L{C°), car 
P{J(C)) est constant, egal a P(b^). L’unicite est le point difficile et remarquable 
de cet enonce. Elle entraine les inclusions C C y/nJ{C) et L(C) C y/nC (ce n’est 
pas immediat, voir [37], p. 84). En notant |.|j(c) {resp. |.|l(c)) la norme euclidienne 
sur E associee a J{C) {resp. L{C)), cela se traduit par les inegalites 

Vx G E, ^|x|j(c) < j{x) < |a;|j(c) et \x\l(c) < j{x) < Vn\x\L{c) ■ 

yn 

On dispose ainsi de deux structures euclidiennes qui encadrent la norme donnee sur 
E. 


Quotient volumique. Ce paragraphe emprunte beaucoup au texte [26] de M. Ro- 
galski. On note B(i?, ||.||) la boule unite fermee de I’espace vectoriel norme {E, ||.||). 

Definition 2.5. Le quotient volumiqu^ de {E, ||.||), note vt{E), est le nombre reel 
> 1 defini par 


vi{E) := inf ■ 


vo1(b(l;,||.||))V/" 


vol(D) 

La definition meme de I’ellipso'ide John entraine 

voi(B(£;,||.||)) y/” 


; D ellipsoide C 'B{E, ||.||) 


,{E) = 


vo1(j(b(l;,||.||))) 


et I’inclusion C C y/nJ{C) donne alors vr{E) < ^Jri. Dans cette inegalite, la fonction 
n \/n ne pent pas etre remplacee par une fonction / telle que f{n)/^/n —> 0. 

n —>-+oo 

En revanche, on pent montrer que vt{E) < Sy/n ou <5 G]0, 1[ est explicite (par 
exemple J = 0, 95). M. Rogalski a calcule le quotient volumique de : 


vt{£P) = fl + -] e^-^p^ 

V TT V pj 

OU $p(n) G [1/3,2] et 4>p(n) —> 1. 

n—>+oo 

Nous aurons egalement besoin de la variante avec I’eHipsoide de Lowner. 
Definition 2.6. On note vf(i?) le nombre reel > 1 defini par 

"(^):°”p|( vol(B(£J.||)) ) ’ B(E,||.||)CDellipsoae|- 


On a done 

vr(L;) 


yol(L(B(L;,||.||))) y/^ 

'v voi(B(£;,||.||)) ; 


et vr(i?) < yfn . 


* Volume ratio en anglais. 







PENTES DES FIBRES VECTORIELS ADELIQUES 


Distance de Banach-Mazur. 

Definition 2.7. Etant donne deux corps convexes Ci et C 2 de E, la distance 
d(Ci,C 2 ) entre ces deux ensembles est 

d(C'i, ( 72 ) := inf {ab ; a > 0, b > 0, Ci C 06*2 et C 2 C bCij ■ 

La distance — dite de Banach-Mazur — entre les espaces de Banach Ei = {E, Ci) 
et E 2 = {E, C 2 ) est 

d(L;i,L; 2 ) :=inf{d(C'i,M(C 72 )); u e GL(E)} ■ 

Plus generalement, la distance de Banach-Mazur entre deux espaces de Banach E 
et E de meme dimension (finie) est d(E, (p(E)) oil (p : E ^ E est un isomorphisme 
quelconque entre F et E. 

Cette derniere quantite ne depend pas du choix de (p. La terminologie « distance » 
se justifie par I’inegalite d{Ei,E 3 ) < d{Ei, E 2 )d{E 2 , E 3 ) ou Ei,E 2 ,E^ sont des 
espaces vectoriels normes de meme dimension. La distance qui nous interessera 
le plus dans la suite est celle entre {E, ||.||) et Par definition meme de cette 
distance, pour tout e > 0, il existe une norme euclidienne l.je sur E telle que, pour 
tout a; G if, on ait 

(6) yxeE, \x\e<\\x\\<d{E,el){l-\-e)\x\e . 

On verifie alors I’encadrement 

(7) 1 < vr(if) vr(if'') < d(if, O < , 

sans qu’il y ait egalite en general. En realite Ton pent meme exhiber une suite 
d’espaces normes if„ de dimension n telle que 

d{En,£‘i)/yr{En) —> -boo . 

n^+oo 

On a aussi 1 < vf(if)vf(if'') < d(if, i^). 

Somme directe. Soit if, E deux espaces vectoriels normes de dimensions respectives 
n et m. Soit 0 une norme symetrique sur R^, invariante par changement de signes 
sur les coordonnees, telle que <?(1,0) = ^(0,1) = 1. On munit la somme directe 
E®F de la norme ||(a;,y)||_E 0 ^_F := <r(||x||£;, Hj/He). L’espace vectoriel norme obtenu 
sera note E 0 ,^ F. On verifie 

( 8 ) yx€E,yy€F, max{||a;||£;, ||2 /||f} < ||(ai,2/)||£;e,E < ||a;||is + ||2 /||f • 

Proposition 2 . 8 . Avec les donnees ci-dessus, soit vo\e (^resp. voIf^ une mesure 
de Haar sur E ('resp. F). On dispose de la mesure produit voIfse := vo1f0vo1f 
sur E (B F cii E X F. On a alors 

/n0TO\ volF©F(B(if 0 F, Ij.llFe^F)) ^ 

Iv n J -vo1f(B(F,||.||f))vo1f(B(F,||.||f))- ’ 

Demonstration. L’inegalite de droite est une simple consequence de I’inclusion 

B(F 0 F, ||.||f®,f) C B(F, IMIf) X B(F, ||.||f), 

qui resulte de la majoration max{||a;||F) ||j/||f} < y)llF© 5 F- L’autre inegalite 
repose sur la formule integrale 

(9) Vp > 0, vo1f(B(F, ||.||f)) X r ^1 0 = j d(volF)(a;), 
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qui s’obtient grace au theoreme de Fubini en integrant (e“‘dt) 0 d(vol£;) sur I’en- 
semble {{t, x); t> HxH^} CRxE. On applique cette formule a i? 0 ^ F et p = 1. 
De la majoration \\{x,y)\\E®^F < Halils + ||?/||f decoule I’inegalite 

vol£;®i.(B(F0F, ||.||E®^F))(?^ + m)! > [ e"ll“ll®"ll^ll'"d(vol£;®i.)(x,p), 

Je®f 

et la derniere integrale vaut exactement (vol£;(B(F, ||.||B))n!)(voli.(B(F, ||.||i.))TO!). 
Ceci conclut la demonstration. □ 

Remarque 2.9. Si <?(a, /3) = (|a|P 0 P> 1, la formule integrale ([9]) fournit 
I’egalite 

voW(B(F 0F,||.|U®^;^)) r(i0g) r(i0^) 

n+m \ 

p ) 

Autrement dit, le quotient des volumes ne depend que des dimensions de E et de 

F. 




V0l£;(B(F,||.||£;))v0l;^(B(F,||.||p^)) 


r 10 


Normes tensorielles. Sur le produit tensoriel de deux espaces vectoriels normes de 
dimension finie coexistent de nombreuse normes, que Ton peut obtenir de maniere 
« naturelle » a partir des normes sur les espaces de depart. Les conditions minimales 
que nous exigerons pour une telle norme sur le produit tensoriel sont les suivantes. 

Definition 2.10. Soit £ un entier > 1. Une norme tensoriell^ d’ordre I est la 
donnee pour tous espaces de Banach (F^, || .||_Ei)i<i<^ (sur R ou C) de dimension 
finie d’une norme q;(-; Fi, ..., Eg) sur le produit tensoriel E\® • ■ ■ ®Ei telle que : 

(i) pour tout is pour tout S F^, on a 

a(ei 0 • • • 0 e£;Fi,... ,Ff) < W^iWEi, 

i=l 


(ii) la famille a = («(■; Fi,..., doit verifier : Pour tout i G 

pour tous espaces normes Ei et Fi de dimension finie et toutes 
applications lineaires Ui : Ei ^ Fi, la norme d’operateur de mi 0 • • • 0 : 

Fi 0 • • • 0 F^ ^ Fi 0 • • • 0 Ff est plus petite que le produit des normes 
d’operateur OLi 11 ^* 11 - 

Une norme tensorielle hermitienne est une norme tensorielle qui restreinte aux 
espaces hermitiens est la norme hermitienne usuell^ sur le produit tensoriel. Nous 
noterons Fi 0 q, • • • 0^ F^ ou 0^ j^^F^ I’espace vectoriel Fi 0 • • • 0 F^ =: ®l^iEi 
muni de la norme «(•; Fi, ..., Ee). 

On montre aisement que si les conditions (i) et (ii) ci-dessus sont realisees alors 
il y a egalite : a(ei 0 • • • 0 e^) = Y\l=i \\^t\\Ei et ||wi 0 • • • 0 Ui\\ = Y\l=i lk*ll- 

Exemples 2.11. Normes de Chevet-Saphard (d’ordre 2). Soit (F, ||.||_e) et (F, ||.||_f) 
deux espaces vectoriels normes de dimension finie. Soit £ S N\{0}. Soit p G [1, 0oo] 
et p' son conjugue, c.-a-d. 1/p + 1/p' = 1. Si (ei,..., e^) G E^, on note 

ll(ei,....«)||,:=|(Slill'-ll?:)'" » 1 < P < ». 

I maxi<i<f llleill^;} si p =+oo. 


”(Finitely generated) uniform crossnorm, selon la terminologie de Schatten (voir [29], chap. 6). 
^Autrement dit, si 0 et 0 sont hermitiens, munis de bases orthonormees (ei,...,e„) et 
(/i, • • • 1 /m) respectivement, et si x = <81 fj G E ® F alors ofx; E, F)^ = Y)i,j 
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De meme, si (/i,..., fi) G F^, on pose 


ll(/i,---,/^)llp := sup' 




(Ai,..., A^) s 


(le w est I’initiale de weak). Alors la norme a gauche de Chevet-Saphard, notee Pp 
ou E, F), est la norme sur E ® F definie par : pour tout x G E ® F, 


gp{x] E, F) := inf | ||(ei,..., ef)||p||(/i,..., /i!)||p/; a; = E ® /* 

I i=l 

Cela definit une norme tensorielle d’ordre 2 (voir [29]) et, pour p = 2, la norme g 2 
est une norme tensorielle hermitienne au sens ci-dessus. 



Cet exemple et une simple recurrence permettent de construire des normes ten- 
sorielles (eventuellement hermitiennes) d’ordre quelconque. 

L’observation suivante, bien que tres simple, sera d’un usage constant dans la 
suite (le corps de base est R ou C). 

Proposition 2.12. Soit £ G N \ {0} et a une norme tensorielle d’ordre £ . Pour 
tout i G {1,... ,£}, soit E) C Ei des espaces vectoriels de dimension finie. Soit \.\e'. 
et l-lsi deux normes sur E[ et Ei respectivement. Supposons que, pour tout Ci G E[, 
on a \ei\Ei < \e.i\E' - Alors, pour tout e G 0i=iE', on a 

a{e; {Ei, MeJ, ..., {Ei, |.|eJ) < a(e; {E[,\.\e[), ■ ■ ■, {E'^, |.|e;)) ■ 

Demonstration. II s’agit de la condition (iii) caracterisant la norme tensorielle a, 
appliquee aux morphismes d’inclusion a: x de {E{, |.|e') dans {Ei, |.|eJ pour tout 
iG{l,...,£}. ' □ 

Remarques 2.13. a) Le lecteur peu accoutume prendra garde aux nom- 
breuses chausse-trapes des normes tensorielles. Pour a d’ordre 2, la loi 
interne {E, E) ^ E F sur I’ensemble des espaces normes de dimension 
finie n’est en general ni associative ni commutative. De plus, si F est un 
sous-espace vectoriel de E, la norme a{-; E, E) sur F 0 F n’est en general 
pas la restriction de la norme a{-;E, E) k E ® E (c.-a-d. F F n’est pas 
un sous-Banach de E E). II en est de meme pour un quotient E ^ G 
ou pour la dualite : la norme sur (F'' F'’)'' n’est en general pas egale a 

a{-,E, F). 

b) Dans la suite, nous demanderons souvent aux normes tensorielles d’etre 
hermitiennes. Au dela de la norme 52 de rexemDle l2.111 il existe en realite 
une infinite de telles normes tensorielles, non equivalentes entre elles, comme 
I’affirme un resultat de Schatten & Puhl (voir [14], p. 357). 

Cas d’un espace vectoriel complexe. Dans ce paragraphe, E est un C-espace vec¬ 
toriel de dimension n > 1. Soit C C F un sous-ensemble convexe et compact, 
d’interieur non vide. Afin que la jauge definisse une norme sur F (en particulier 
pour que la relation j{e'‘^x) = j{x) soit verifiee pour tous 6* G R et a: G F), on 
suppose 

(11) V6»gR, F^-C = C. 

Notons Fr le R-espace vectoriel sous-jacent a F et Cr le sous-ensemble de Fr 
induit par C. Aux objets Fr et Cr Ton peut appliquer les resultats precedents 
et, en particulier. Ton dispose des ellipsoi'des de John et Lowner associes a Cr. 
Les normes euclidiennes sur Fr donnees par ces ellipsoi'des definissent des normes 
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hermitiennes sur E. En effet I’hypothese CH), 1’ unicite de ces ellipsoi'des et la 
conservation des volumes par les applications 

X = xi+ ixi e Eji 1-^ e*® • a; = xi cos 0 — X2Sm9 + i{xi sin 9 + X2 cos 9) G Er 

ou 0 G R, entrainent 

e*' • J(Cr) = J(Cr) et ■ L(Cr) = L(Cr) . 

Ainsi J(Cr) et L(Cr) definissent des ellipsoi'des complexes de E, c.-a-d. egaux a la 
boule unite fermee ^ de I’espace hermitien usuel (C", |.| 2 ), apres le choix d’une 
base convenable de E. Comme dans le cas reel, on les note plus simplement J{C) et 
L(C). L’hypothese (fTTl) assure en realite que tout se passe comme si Ton raisonnait 
dans Er ~ R^". Le quotient volumique d’un C-espace vectoriel norme {E, ||.||) est 
defini par la formule 

vr{E) = inf I ; D ellipso'ide complexe C Llj 

oil vol est une mesure de Haar sur E. Comme dans le cas reel, cette quantite est 
atteinte pour I’ellipso'ide de John J{C). De meme la definition de la distance de 
Banach-Mazur s’etend au cas complexe. Et Ton dispose de I’encadrement 

(12) 1 < vr{E) vr{E'') < d{E, q) < = \J dimR E . 


3. Fibre vectoriel adelique 


Suivant en partie R. Rumely et al. [28], nous definissons ici une notion de fibre 
vectoriel adelique sur Spec A:, qui generalise celle de fibre vectoriel hermitien sur 
SpecOfe, qui est a la base meme de la geometrie d’Arakelov. 

Soit k un corps global et v une place de k. On note C„ la completion d’une 
cloture algebrique de k^. Si AT est une extension finie de /c et u> une place de K au- 
dessus de v, on a un isomorphisme topologique de corps values — C„. Soit E un 
/c-espace vectoriel. Une norme sur E^kC^ est une application ||.||„ : ^ R+ 

qui satisfait aux trois conditions : 

(i) \/x G E Cy, ||a;||„ = 0 a; = 0. 

(ii) \/x G E(g)Cy,\/XG Cy, ||Aa;||„ = |A|„- ||a;||„. 

(iii) Vx,y G A 0 C„, ||x -b y\\y < ||x||„ -b ||?/||.„. 


Definition 3.1. Un fibre vectoriel adelique E = (A, (||.||„)„) sur Speck est la 
donnee d’un /c-espace vectoriel E de dimension finie n et d’une famille de normes 
||.||^ sur E C^, aux places v de /c, soumise aux contraintes suivantes : 


1) II existe une /c-base (ei,...,e„) de E telle que, pour toute place v ultra- 
metrique en dehors d’un nombre fini, la norme sur E 0^ C„ est donnee 
par 


( 13 ) 


n 

xiCi 


max {|xi|„} • 

l<i<n 


2) Soit Gal(C^|/c^) I’ensemble des automorphismes continus qui laissent 
invariants les elements de ky. Alors ||.||„ est invariante sous Taction 
de Gal(C^|/c^) : etant donne une /c„-base (ai,...,a„) de E 0fc ky et 
(xi, ..., x„) G Cy, a G Gal(C„|/c„), on a 

||CT(xi)ai -b ... -b <j{Xn)an\\y = \\xiai -\ -b XnanWv . 
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3) Si V est ultrametrique alors 

Mx,y & E C„, \\x + y\\v < max{||a;||„, ||y||„} 

(ultra-norme selon la terminologie de Bourbaki). 

Un fibre en droites adelique est un fibre vectoriel adelique de dimension 1. Un fibre 
adelique hermitien est un fibre vectoriel adelique dont toutes les normes aux places 
archimediennes de k sont hermitiennes. Par extension, nous parlerons encore de 
fibre adelique hermitien lorsque k est un corps de fonctions. 

Cette definition appelle quelques commentaires. Tout d’abord, rappelons qu’un fibre 
vectoriel hermitien sur Spec Ok (k corps de nombres necessairement) est la donnee 
d’un Ofc-module projectif de type fini £ et de normes euclidiennes (resp. her¬ 
mitiennes) aux places archimediennes reelles {resp. complexes) de k sur les espaces 
£ ®Ok De plus, si V est complexe, la norme ||.||„ est supposee invariante par 
conjugaison complexe. Cette hypothese supplementaire correspond exactement a la 
condition 2) ci-dessus. La coherence avec la notion de fibre vectoriel adelique sur 
Spec A: est assuree grace aux deux observations suivantes. D’une part, le module £ 
fournit naturellement une structure entiere Ae E = £ ® k sm sens ou la norme en 
une place ultrametrique v Ae k que Ton choisit sur E est donnee par 

(14) yx€EiS)kCy, := inf ||a|„; a G C„, a; G o. (g)C)j, 

ou I’anneau Oy est I’anneau de valuation de C^, (c.-a-d. sa boule unite fermee). 
En considerant une famille generatrice minimale de £ sur Ok, on verifie que cette 
norme satisfait a la formule II13L et en particulier elle est invariante sous Taction de 
Gal(C„/fc„). D’autre part, une metrique euclidienne sur {v reelle) se prolonge 

naturellement et de maniere unique en une metrique hermitienne sur £ ® Cy, car 
une telle metrique est determinee par une matrice reelle symetrique definie positive, 
unique a conjugaison pres par les elements du groupe orthogonal 0„(R). Ce dernier 
point est remarquable. L’unicite du prolongement n’est plus vraie en general lorsque 
£®ky est muni d’une norme quelconque. II n’existe pas de procede « canonique » qui 
permette d’etendre une norme |j.|| sur une espace vectoriel reel if(g)R au complexifie 
E ® C ~ i?(g)R0iif(g)R. Considerons par exemple un element p G [1, -Too] et 
posons, pour a = oi -T ia 2 G i? 0 C, 

r2™{^-^°}(||air + ||a 2 r)'/P sip<+oo, 

^ [max{||ai||, ||a 2 ||} si p =-Too. 

La fonction a i—> ||a||p ne definit pas en general une norme car ||Aa||p pent etre 
different de |A|- ||a||p pour A G C. En revanche, si Ton definit 

||a||# := sup|||e*®a||p; 0G [0,27r]|, 

on verifie alors que H.||^ est une norme sur E ® C, invariante par conjugaison 
complexe et egale a ||.|| sur if 0 R (Q). Si p = 2 et si ||.|| est euclidienne alors 
Ij.llf" est la norme hermitienne qui prolonge ||.|| h E (voir Texemple 1.3, p. 16, 
de [28]). Cette observation — absence d’wn prolongement naturel — est la raison 
essentielle qui justifie que les normes associees a un fibre vectoriel adelique soient 
definies sur E (g) C„ (ou E ®ky, ce qui revient au meme quitte a prolonger ensuite 
par continuity, de maniere unique, a if g C„). II est alors possible d’operer une 
extension des scalaires en considerant une extension finie K\k et le fibre vectoriel 
adelique Ek dont Tespace sous-jacent est E ® K, avec les memes normes que E. 


‘Cette derniere propriete est la raison pour laquelle le facteur de normalisation 2 “"“ I ^ 
apparait dans la definition de ||a||^, ce facteur etant egal a inf {(cos6)p -|- (sin6)P}“i/P. 
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Par ailleurs, la premiere condition dans la definition [HU si elle est remplie, est 
alors vraie pour toute fc-base de E, quitte eventuellement a accroitre le nombre de 
places V qui ne conviennent pas. En realite, si I’on fixe une A:-base (ei,..., e„) de 
E, il existe une matrice d’adeles finis (c„)« G GL„(fcA,/) telle que, pour toute place 
ultrametrique v de fc, on a 

(15) VccGC", llaiiei H-h a;„e„||^ = max {|(c„.a;)d } 

l<2<n 

on (cv.x)i designe la coordonnee du vecteur Cy.x. En effet, d’apres la propo¬ 
sition 3 du chapitre II, p. 26, de [40], et etant donne une place ultrametrique v, il 
existe une ky-h&se (oi,..., a„) de E telle que 

(16) Vcc G fc”, \\xlal^ -l-a;„a„||„= max {|a;j|„} • 

l<2<n 

Autrement dit, il existe Cy G GL„(fcj,) tel que la relation (fT^ soit satisfaite pour 
tout a; G A:". La matrice Cy est la matrice identite pour presque tout v. Pour obtenir 
I’egalite II15D avec x G C", on observe que si Ky, est une extension finie de il 
existe une matrice Cy, G GLn{Ky,) telle que 

(17) VxGAT”, llxici H-h x„e„|j„ = max {|(c„.a;)d } • 

l<i<n 

En se restreignant a a; G fc” et en choisissant les vecteurs de la base canonique de 
ky, on constate que Cu,c“^ G GL„(Ou,) {Oy, est I’anneau de valuation de Ky,) et 
I’egalite jni) reste vraie en remplagant Cy, par c„. Elle est done valide pour x € ky 
et, par continuite, pour x G C". 

Si, comme nous I’avons vu plus haut, un fibre vectoriel hermitien £ sur SpecOfe 
fournit une structure entiere pour E = £ ®k,\& reciproque est egalement vraie. Si 
Ton se donne un fibre vectoriel adelique E sur Speck, I’ensemble 

£ ■.= {x G E ; Vn I oo, ||a;||£;,„ < 1} 


est une structure entiere pour E. Dans cette ecriture, si k est un corps de fonctions, 
les places v exclues sont celles qui sont au-dessus de la place oo de Fp[r] definie 
dans les preliminaires. Notons Ok ■= {x G k ; \ oo, |x|t, < 1} I’anneau des entiers 

de k. Get ensemble est aussi la fermeture integrale de I’anneau 


Oko := 



si k est un corps de nombres 
si k est un corps de fonctions 


(voir [8], chap. VI, § 3, corollaire 3), et a ce titre il est de Dedekind. L’ensemble 
£ est un module sans torsion sur Ok- Vu la caracterisation l|15D des normes de E 
aux places ultrametriques, il existe un element N G Oky \ {0} tel que NE C £, 
ce qui entrame que £ est de type fini. Cela montre que £ est projectif de type fini 
(voir [20], chap. 1, § 9) et on verifie que, pour toute place v de k, qui ne domine 
pas la place oo, la norme sur E ®k Oy induite par £ an moyen de la formule ifT^ 
est egale a la norme IMU, „ de depart. 

Enfin, signalons que certains auteurs accordent (ou accorderaient) aux normes 
||.||„ de n’etre que des semi-normes. Ici cela semble a priori exclu en partie a cause 
des resultats du paragraphe precedent dans les espaces normes dont nous aurons 
besoin. 


3.1. Exemples de fibres vectoriels adeliques. L’exemple le plus simple est 
celui de I’espace k lui-meme, qui, muni des dilferentes valeurs absolues |.|„, possede 
une structure de fibre vectoriel adelique (dite « triviale »). D’autres exemples sont 
les fibres vectoriels adeliques que Ton va noter (fc”, |.|p) avec p G [l,-|-oo], dont la 
structure entiere est donnee par la base canonique de A:” et ou, en une place v 
archimedienne, la norme |.|p est celle definie par la formule ([HI. L’on pourrait bien 
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sur panacher plusieurs normes de ce type aux differentes places archimediennes 
ou changer la structure entiere en choisissant une autre base de fc". Mais au-dela 
de ces exemples et a I’instar des fibres vectoriels hermitiens sur SpecOfe, 11 existe 
d’autres exemples provenant de la geometrie algebrique, obtenus en considerant 
I’espace des sections globales d’un fibre en droites metrise adeliquement sur une 
variete projective au-dessus de k (voir §[S1)- 

3.2. Lien avec la notion de convexe adelique. Etant donne une place ultra- 
metrique v de k, une partie Ci, de i? 0 k^ est appele fc^-reseau si Cy est un Oy- 
sous-module de E ky, h\a fois ouvert et compact. Fixons une fc-base de E qui 
permet d’identifier E a k". Dans toute la suite, nous supposons que le fc^-reseau C„ 
s’identifie a O", pour toute place v en dehors d’un nombre fini. Si v est une place 
archimedienne de k, soit Cy un sous-ensemble convexe de E ® ky, d’interieur non 
vide, compact et symetrique par rapport a I’origine. L’origine est un point interieur 
de C,,. Si u est une place complexe, on suppose de plus que 

(18) V6I G R, E^.Cy = Cy . 

Definition 3.2. Un convexe adelique est un sous-ensemble C de E^ = E ®kA de 
la forme Cy, ou les ensembles Cy verifient les hypotheses ci-dessus. 

Si E est un fibre vectoriel adelique sur Spec fc, la boule unite fermee de E 
M{E) = {{Xy)y e Ea; Vu, ||a;„||„ < 1} 

est un convexe adelique. En effet, I’ensemble Cy = {xy G E ®ky] ||a;„||i, < 1} 
convient dans tons les cas et la condition 1) de la definition 13.II assure que Cy ~ Oy 
pour presque tout v. On a egalement une reciproque : 

Proposition 3.3. Tout convexe addique sur k est la houle unite fermee d’un fibre 
vectoriel adelique sur Spec k, non necessairement unique. 

Demonstration. Si v est une place archimedienne. Ton salt que la donnee d’un 
ensemble convexe Cy comme ci-dessus equivaut a la donnee d’une norme sur E 0 
ky dont Cy est la boule unite correspondante, norme donnee explicitement par 
I’application jauge jy ■. E ® ky ^ : 

jy{x) = inf {A > 0 ; ^ G Cy}- 

La norme ainsi construite se prolonge a E ^ Cy (sans que le prolongement ne soit 
unique). Comme nous I’avons deja mentionne, I’hypothese (fT^ intervient dans le 
cas complexe pour assurer I’egalite j„(ax) = |a|j^(x) pour tous a G C et a; G E®yC. 

Si V est une place ultrametrique, soit 7r„ une uniformisante de Oy (c.-a-d. un 
generateur de I’ideal maximal principal de Oy). Et, comme dans le cas precedent, 
considerons pour x & E ® ky le nombre reel 

jy{x) = inf |a = |7 r„|((; h G Z et ^ G • 

Ce nombre est bien defini car Cy est ouvert et la borne inferieure est un minimum 
car Cy est compact. On verifie alors que jy definit une norme ultrametrique sur 
E ® ky dont Cy est la boule unite fermee. Comme nous I’avons vu plus haut, 
cette norme s’etend a C” via le choix d’une matrice c„ G GLn(ky) convenable. 
L’hypothese Cy ~ Oy permet de prendre c„ egal a la matrice identite pour presque 
tout V. La collection des normes {jy)y, prolongees aux espaces i? 0 C„, fournit la 
structure adelique recherchee. □ 

Remarque 3.4. Si E est une droite, il n’y a plus d’ambiguite selon que Ton 
regarde E ^ ky ou E Cy {v archimedienne) ; les metriques aux eventuelles places 
archimediennes de k sont alors automatiquement hermitiennes. 
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II arrive souvent que les normes aux places ultrametriques proviennent toutes 
d’une meme base (ei,..., e„) de E, comme dans la formule (fT^ de la definition l3.ll 
Cette base fournit la structure entiere du fibre vectoriel adelique E. Lorsque E = , 

la base canonique donne une structure entiere naturelle, utilisee par defaut dans la 
suite. 


3.3. Operations algebriques sur I’ensemble des fibres vectoriels adeliques. 

Soit E, E des fibres vectoriels adeliques sur Spec k de dimensions respectives n et 

m. 


Sous-fibre et quotient. Nous dirons que F est un sous-fibre de E, et nous ecrirons 
F C E, si F C E,et si, en cliaque place v, la norme II-He,?; est la restriction de H-He,!; 
a F(g)fe Cy. De meme, si F C E alors le quotient E/F est muni d’une structure de 
fibre vectoriel adelique sur Speck en considerant les normes quotient. 


Somme directe. II n’existe pas de norme plus naturelle qu’une autre sur la somme 
directe (ou le produit) d’espaces vectoriels normes. Afin d’assurer la compatibilite 
avec la somme directe hermitienne de fibres vectoriels hermitiens, la norme, par 
defaut, que nous choisirons sur E (B F est, pour tous x G E Cy, y G F Cy, 




max {||a;||£;^„, ||i/||f,j;} si u est ultrametrique, 
(ll^lll; V + II2/IIfd) si V est archimedienne. 


Nous noterons E (B 2 F ou, plus simplement, E (B F, le fibre vectoriel adelique ob- 
tenu de la sorte. Si I’on remplace la norme |.|2 par la norme |.|p, p G [1, + 00 ], nous 
noterons E(BpF le fibre vectoriel adelique que Ton obtient. II peut etre utile parfois 
d’avoir (encore) un peu plus de souplesse dans le choix des normes. Etant donne une 
place archimedienne v de k, considerons i,y une norme symetrique sur R^, invariante 
par changement de signes sur les coordonnees, telle que ?„(1,0) = 1) = 1. Po- 

sons := (<?«)„|oo- Le fibre vectoriel adelique E(B<;F est par definition I’espace E(BF 
muni, aux places archimediennes, des normes ||(a;,y)||F© 5 F,u := ‘?j;(||a;||F,ii, ||y|iF,i;)- 
Les normes aux places ultrametriques sont les memes que precedemment. 


Remarque 3.5. Ces operations preservent la structure hermitienne quand les ob- 
jets de depart en sont pourvus. 

Dual et norme d’operateur. Le fibre vectoriel dual E'' est I’espace dual E'' = 
Homfc(i?, fc), muni des normes duales usuelles : 

e (L;® C^)'', ||</5 ||f”,^ := sup 1 x G E®Cy, x^O 

I \m\E,v 

Plus generalement, I’espace Homfe(£', F) des applications lineaires entre E ei F est 
muni aux diflerentes places v des normes d’operateurs usuelles, obtenues en rempla- 
gant \ip{x)\y par ||(^(x)||f,i; dans I’expression ci-dessus. D’une maniere alternative, 
on a, pour tout (p G HouikiE, F) 0 Cy, 

ll‘/?llHom(B,F).t, = sup{?/''(</5(a;)); = ||a;||£;_„ = 1} • 

Remarque 3.6. Le bidual {E'^Y est isomorphe isometriquement a E et Ton dispose 
de la formule (vraie pour toute place v de k) 

(19) 'ixGE(BkCy, \\x\\e,v= sup \if(x)\y . 

Dans le cas archimedien, il s’agit d’un resultat classique de la theorie des espaces 
vectoriels normes de dimension finie (voir [9], chap. IV, § 2.4). Dans le cas ultrame¬ 
trique, I’egalite m peut se demontrer au moyen de la base (oi,..., a„) de E^ Cy 
donnant la formule (fTfi)) . 
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Produit tensoriel. La norme d’operateur confere au produit tensoriel E F une 
structure de fibre vectoriel adelique via I’isomorphisme E ®k F Hom/c(i?'', F). 
Malheureusement, la norme tensorielle ainsi batie sur E ®k F ne donne pas en 
general une structure hermitienne hE®kF lorsque E et F sont des fibres vectoriels 
hermitiens (sauf si F ou F est une droite, ou si k est un corps de fonctions). 

Definition 3.7. Soit £ G N \ {0}. Une norme tensorielle adelique d’ordre £ sur k 
(corps global) est la donnee d’une famille a = (a„)i, indexee par les places u de fc 
telle que : 

1) Si V est archimedienne, ay est une norme tensorielle d’ordre £ (au sens de 
la definition 12.101) . 

2) Si V est ultrametrique alors est la norme tensorielle ultrametrique de- 

finie de la maniere suivante : pour tout i G pour tout C^- 

espace vectoriel ultra-norme (Fi,||.||£;J de dimension finie rii, la norme 
a„(-; Fi, ..., F^) sur est I’ultra-norme definie par recurrence sur 

£ : ay{-]Ei) = |j.||_E i et a^(-; Fi, ..., Eg) s’identifie a la norme d’operateur 
des applications lineaires entre I’espace norme dual (F^, ||.||_e^) et I’espace 
norme (F2 ® ® Eg, a^(-;F2,.. ■,Ee)). 

Une norme tensorielle (adelique) hermitienne est la donnee d’une norme tensorielle 
adelique a = {ay)y telle que, pour toute place archimedienne v de k, la norme 
tensorielle ay est hermitienne au sens de la definition 12.101 


Etant donne des fibres vectoriels adeliques Eg,..., Eg sur Specfc, on no- 
tera a(-; Eg,, Eg) la collection des normes ay{-; (Eg C„, || .Ij-g , {Eg 0^ 

C„, ||.||;g^ y)) sur Eg®k ■ ■ ■ ®k Eg ®k Cy, lorsque v varie parmi les places de k. La 
definition [37] assure que si a est une norme tensorielle adelique, alors le couple 

•= (Eg (8)fc • • • (8)fe Eg,a{-;Eg,.. .,Eg)) 

est un fibre vectoriel adelique sur Spec k (lorsque tous les Ei sont egaux a F, on 
notera aussi F*"" := i=gE). Et, de plus, si tous les Ei et a sont hermitiens alors 
®a,i=iEi est un fibre adelique hermitien. En choisissant aux places archimediennes 
de k les normes de Chevet-Saphard definies dans I’exemple 12.111 on obtient des 
exemples de normes tensorielles adeliques d’ordre 2, que Ton peut ensuite etendre 
a tout ordre. En particulier si ay = g 2 pour toute place v archimedienne alors la 
norme tensorielle adelique (a„)„, que nous noterons encore < 72 , est hermitienne. 


Remarque 3.8. Par recurrence sur £, la formule de bidualite (Hi fournit une 
expression concrete de la norme d’operateur generalisee du point 2) de la defini¬ 
tion |3l7l sous la forme suivante : pour tout entier h > 1, pour tous G Ej, 
l<j<£etl<i<h, on& 

ay ('^i^j^gxf^;Eg,... ,Eg 
\i=l 


= sup 




i=i j=i 


;Vj G \\ipj\\E^. < 1 


Produit exterieur et determinant. L’algebre exterieure /\{E) est le quotient de I’al- 
gebre tensorielle T(F) par I’ideal bilatere engendre par les elements x ® x avec 
X G E. Soit £ G {1, ■ • ■ ,n}. Le produit exterieur /\^{E) est done un quotient 
du produit tensoriel F®^. II herite alors de la structure adelique quotient induite par 
celle definie precedemment sur F “ au moyen d’une norme tensorielle adelique a 
d’ordre £. En particulier, si £ = n, le determinant det(F) = /\’^(F) de F possedent 
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une structure de fibre vectoriel adelique sur Speck. Nous noterons /\^^{E) et deto, E 
les fibres adeliques que Ton obtient ainsi. Si et a sont hermitiens alors le fibre 
vectoriel adelique egalement hermitien et Ton a dans ce cas, pour toute 

place archimedienne v de k, 

1/2 

||ei A • • • A ee\\/^tjE),v = det((ei, pour tons ei,... ,ee & E Cy 

((, )„ designe le produit hermitien sur E ^Cy). 

Produit symetrique. L’algebre symetrique S{E) est le quotient de I’algebre tenso- 
rielle T(i?) par I’ideal bilatere engendre par les elements de la forme x®y — y®x. 
Pour f € N, la structure de fibre vectoriel adelique sur la puissance symetrique 
S^{E) est celle obtenue par quotient de celle de £1 “ , une norme tensorielle ade¬ 
lique a d’ordre £ ayant ete fixee au prealable. Nous noterons S^{E) le fibre vec¬ 
toriel adelique obtenu de la sorte. Si £1 et a sont hermitiens alors Sf^{E) est ega¬ 
lement hermitien. Dans ce cas Ton pent preciser la valeur de la norme en une 
place archimedienne v de k d’un element de S^{E) (^y C de la maniere suivante. 
Soit aE,v ■ ®y C ^ ®y C I’operateur de symetrisation : pour tons 
xi,... ,xi & E®yC,on a. (Te,v{xi 'Si ■ ■ ■ ‘Si xe) = j, ® ® est 

le groupe symetrique d’ordre £). L’image de aE.v, munie de la norme restreinte de 
E^^SyC, est un espace hermitien, isomorphe isometriquement a S^{E)Sy C, muni 
de la norme quotient comme ci-dessus. De la sorte, si Ci,... ,e„ designe une base 
orthonormee de ESyC, la famille • • • e^"; {ii,... ,in) & N” et ii + • • • + in = £} 
forme une base orthogonale de S^{E) Sv C. Les normes des vecteurs de cette base 
se calculent au moyen de la definition de aE.v et I’on obtient 

/ • I... • l\ 

\Wi ■ • • e^"lls^(B)(8i„c = \\<XE,v{ef^^ s - ■■ S e®*")||£;0<0„c = ^ ^ " J 

(voir [9], § 3.3 du cinquieme chapitre). 

Remarques 3.9. - II existe d’autres normes adeliques « naturelles » sur le 

produit symetrique qui ne sont pas obtenues par quotient. Toutefois, une 
telle norme « naturelle » se compare a une norme obtenue par quotient d’une 
norme tensorielle, avec des constantes de comparaison ne faisant intervenir 
que £ (voir [15]). 

- Lorsque £1 et a sont hermitiens, les fibres adeliques /\1^{E) et S^{E) 

ne dependent pas de a et nous simplifierons la notation en ne mettant pas 
I’indice a. 


4. Notion de degre adelique et proprietes 

Soit E = {E, (II-IIj;),;) un fibre vectoriel adelique sur Specfc, de dimension n > 1. 
La boule unite de E est I’ensemble 


(20) M{E) := {{xy)y G Ea ; Vu place defc, ||x„||„<l}- 


Definition 4.1. Soit (j) : E ^ k'^ un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soit vol 
une mesure de Haar sur £^. Le degre adelique de E est le nombre reel : 


( 21 ) 


deg£l 


vol(0(B(£;))) 

°®vol(B(fcM.|2))' 


degnE 


degE 
[k : ko] 


Le degre adelique normalise est 
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Ce nombre est independant des choix de I’isomorphisme (p, en raison de la formule 
du produit, et de la mesure de Haar vol, car elles sont toutes proportionnelles. 
Par convention, si E = {0}, on pose degi? := 0. Pour la suite, il est utile de 
mentionner des a present le comportement de ce degre par changement d’echelle. 
Soit A = {Ay)y G GL(iiiA)- On note A.E = (Pi, A.|l.||) le fibre vectoriel adelique 
dont I’espace sous-jacent est E et dont la norme en une place v de k est donnee par 
||a;||„ := ||Le determinant de A calcule dans une fc-base de E s’identifie 
a un idele de /ca dont la valeur absolue | det A|a ne depend pas du choix de cette 
k-ha.se. Compte tenu des normalisations du debut de ce texte (en particulier la 
formule (HI)), on deduit la relation 

(22) deg(L;,A.||.||) =deg£;-log|detA|A • 


Par ailleurs et bien que nous ne I’utiliserons pas dans la suite, signalons qu’il existe 
egalement une caracteristique d’Euler-Poincare d’un fibre vectoriel adelique E, que 
I’on peut definir en posant 


X{E) 


vol(B(i?)) 

covoi(fi;) 


ou vol est une mesure de Haar quelconque sur E^ et covo\{E) = voI{Ea/E). Le 
lien avec le degre adelique s’exprime au travers d’une formule analogue a celle de 
Riemann-Roch : 


xiE) = degE + x{k^,\-\2) 


(voir [34,36]). 


Notation. Soit Ei = (fii, ||.||i) et E 2 = (S, ||.|| 2 ) deux fibres vectoriels adeliques 
ayant le meme espace sous-jacent E. Si, en toute place u de fc et pour tout x G 
E Gfe Cy, on a ||a;||i,„ < ||ai|| 2 ,« alors nous ecrirons Ei ^ E 2 . 

L’interet de cette ecriture est le fait suivant. 


Lemme 4.2. Si Ei ^ E 2 alors degE 2 < degEi. 


Cela resulte de I’inclusion des boules unites B(i? 2 ) C B(iili). 


Lemme 4.3. Soit a une norme tensorielle adelique d’ordre f G N \ {0}. Pour 
tout i G soit Ei ^ Ei deux fibres vectoriels adeliques sur Specfc. 

Alors ®a^i^iEi ^ ®a^i=iFi- En particulier on a Ef""^ < Aa^ Aa^i> 

deta El < deta Ei (si I = dimfili^ et S(^{Ei) < S(^{Fi). 

Le premier resultat decoule directement de la proposition 12.121 Et les suivants 
sont consequences des definitions. 

Ces observations seront souvent utilisees dans la suite. 


4.1. Exemples. Au na,ragranhe l3.1L nous avons introduit le fibre vectoriel adelique 
(fc",|.|p), p G [l,-|-oo]. Si k est un corps de functions alors le degre adelique de 
(fc", |.|p) est nul. Si k est un corps de nombres, les calculs ([4]) et |[5]) des volumes 
des boules unites reelle et complexe donnent la formule exacte : 


(23) 


deg(fc”,|.|p) 


ri log 


ri 

('G) 

n 

1 : 

r(i + f) 

ri 



1 (v/tt)"- 


+ C 2 log 


r(i + f) 


ou ri et r 2 sont respectivement le nombre de places reelles et complexes de k. 
Lorsque n —> -l-oo et p est fixe, la formule de Stirling, qui se trouve en note au bas 
de la page [3 fournit le developpement asymptotique 

(24) deg(fc”, |.|p) = an log(n) -I- 6n -|- c -I- o(l) 
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avec 

Q-;) 

r (i + 5 ) (pt)’'' r 

b :=ri log- -^= -h r 2 log — 

VSCTT 

(ri+rs) /p\ 

»:=^—log(jj ^ 

4.2. Expressions alternatives du degre adelique. 

Lemme 4.4. Soit E un fibre en droites adelique et s G E \ {0}. On a 

(25) degE =-^n„log||s||« . 

V 

Demonstration. II suffit d’observer que si a; = A.s G E® ky, X G ky, alors ||a;||^ < 1 
equivaut a |A|„ - M:- L’egalite jl]) fait le lien entre les volumes et permet de 
conclure. □ 

On en deduit le 

Lemme 4.5. Pour tout fibre adelique hermitien E, on a degE — degdetE. 

Demonstration. Nous avons vu que les normes de E aux places ultrametriques 
peuvent s’exprimer au moyen d’un adele fini {cy)y)foo € GL„(fcA,/), apres le choix 
d’une fc-base e := (ei,..., e„) de E. L’hypothese faite ici sur E signifie que le meme 
phenomene se produit aux places archimediennes et qu’il existe un prolongement 
c = (cy) G GL„(fcA) tel que, pour toute place v de k, on a 

{Ey:^,k:,\\.\\y) = Cy.{k:,\.\2) . 

Ainsi chacun des quotients 

vol({a: e fc" ; ||a:||„ < 1 }) 
vol({a; G fc” ; \x\ 2 ,y < 1}) 

egale | det(ct,)|“"” = ||eiA- • -Aerall""". Le lemme precedent permet de conclure. □ 

Ces deux lemmes montrent que le degre adelique coincide avec le degre d’Arake- 
lov sur le domaine de definition de ce dernier, a savoir les fibres vectoriels hermitiens 
sur SpecOfc. Le degre adelique en est done une generalisation. 

Lorsque k possede des places archimediennes, la norme |j.||„ de E en une telle 
place est comparable a la norme de John, introduite a la suite de la definition 12.41 
Notons |.|j(;e) V cette norme hermitienne etendue a I’espace E ®Cy. 

Definition 4.6. Avec les donnees ci-dessus, nous appelerons fibre vectoriel ade¬ 
lique de John, ou plus simplement fibre de John, associe & E, et nous noterons 
J{E), le fibre vectoriel adelique obtenu a partir de E en remplagant, aux places 
archimediennes v de k, la norme ||.||„ par la norme hermitienne y 

Le fibre de John est done egal a E lorsque ce dernier est un fibre adelique her¬ 
mitien. De la meme maniere, on definit le fibre vectoriel adelique de Lowner associe 
k E — que I’on note L{E) — au moyen des metriques |.|l(b(£;„,||.||„)) introduites 
au naragranhe 12.21 en une place archimedienne v de k. On notera que si E' est un 
sous-espace vectoriel de E alors (£’^ ^ (E', ||.||£;) A {E',\.\jg^^) et done, 

par le lemme 221 on a 

(26) deg(£;', |.|j(;e)) < deg(fi;', ||.||e) < deg(£;', |.|^(;e)) • 


(1 + 1) ( p /2)2 /p 

ei-2/p 
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On pent meme intercaler degJ{E') entre deg(i?', |•|J(;E)) deg(i?', II-He) en utili- 
sant la definition des metriques de J{E') qui sont les metriques euclidiennes qui 
optimisent par valeur inferieure le volume de la boule unite de E'. La meme obser¬ 
vation avec L(E') conduit a 

deg(£i', |■|J(:E)) ^ degJ(;^) < deg(fi;', ||.||£;) < degL(;^) < deg(£;', • 

Le fibre de John permet de donner une formule exacte pour le degre adelique de E 
grace a la notion de quotient volumique (voir definition 12.51) . 

Definition 4.7. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Spec k. Le quotient volumique 
adelique de E, note vr(E), est la norme de I’adele de composantes vr{E ( 8 )^ ky) — 
le quotient volumique de I’espace de Banach reel ou complexe {E ( 8 fe ky, ||.||e,«) — 
aux places v archimediennes et 1 aux autres places : 

vt{E) := vr(fi; ( 8 fe . 

V archim^dienne 

Si k est un corps de fonctions, on a done toujours vr{E) = 1 . Ce nombre est 
un terme d’erreur qui intervient souvent lors de comparaisons entre la situation 
adelique generale et le cas hermitien. On a vr{E) = 1 si et seulement si E est un fibre 
adelique hermitien. Aussi, les inegalites etablies dans la suite et qui font intervenir 
cette quantite sont des egalites dans le cas hermitien. De maniere ponctuelle, nous 
aurons besoin egalement du nombre reel 

vr(£;) := <n:{E ky)^'’ 

V archim^dienne 

(voir definition 12.61 pour la notation vr). Introduisons maintenant I’analogue ade¬ 
lique de la distance de Banach-Mazur classique fdefinition 12.71) . 

Definition 4.8. Soit E et F deux fibres vectoriels adeliques sur Speefc de meme 
dimension. La distance de Banach-Mazur adelique entre E et F est le nombre reel 

d(E,F):= J]; diE®kky,F®kkyr^ . 

V archimedienne 

Si k est un corps de fonctions, on pose d{E, F) = 1. 

Notation. Lorsque F = (fc",|.| 2 ), on notera plus simplement A{E) la distance 
d(E,ik-,\.\2)). _ _ _ 

On montre que si E' est un sous-fibre vectoriel adelique de E alors A(i5') < 
A(i?). De plus, le dual E'' de E verifie A{E'') = A{E). Grace aux estimations 
locales (I?! et (fl^ . on dispose de I’encadrement 

(27) 1 < vt(E) vt{W) < A(E) < (2n)'°/^ . 

Proposition 4.9. Soit E un fibre vectoriel adelique SMrSpecA:. On a 

degE = degJ{E) nlogvr(i?) et degL{E) = degE -\- nlogvf(i?) . 


Demonstration. On identifie E & k^ en choisissant une fc-base quelconque de E. La 
contribution au degre adelique de E des places ultrametriques est exactement la 
meme que celle de J{E), par definition de ce dernier fibre. En une place archime¬ 
dienne V de k, le quotient volumique de (fc”, ||.||„) intervient a travers I’egalite : 


vol({a; € k^ ; ||a;||^ < 1 }) 
vol({a; e fc” ; \x \2 < 1 }) 

vol({x G k^; \x\j(E),y < 1}) 
vol({ai G A;)); \x \2 < 1}) 


• vr 


{K,l\\v) 


diniR 
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La proposition s’en deduit alors car diniR = rivn. La meme demarche avec 
rellipsoi'de de Lowner permet de montrer I’autre egalite. □ 


Par ailleurs, pour tout £ > 0 et grace a I’encadrement , on a I’existence d’une 
norme hermitienne sur E ky {v archimedienne) telle que, pour tout sous- 
espace vectoriel E' de E, 

(28) {E\{\.\,^y)y)<^^{E\idiE(g,kky,elkJil+S)\.U,y)y) 

(les normes aux places ultrametriques des fibres adeliques de gauche et de droite 
sont cedes de E). 

Notation. On designe par Eg le fibre vectoriel adelique d’espace vectoriel sous- 
jacent E et dont les normes sont 


11 - 


\Es,v ■■ 



si V est ultrametrique, 
si V est archimedienne. 


On notera aussi plus simplement |.|e la collection des normes de Eg. II 

est bien clair que cette definition repose sur le choix des metriques hermitiennes 
Me,?) et que le fibre Eg n’est pas determine uniquement par E et £. 

Les definitions meme des fibres de John et Lowner entrainent deg^Eg < 
deg„J(L^) et 

<ieg„L(E) < deg„ (E, (d(E (g>k + £)|.|e,„)„) , 

puis, en faisant tendre £ vers 0, Ton obtient 
(29) 0 < d^nME) - d^„J(E) < ^ log A(E) ■ 

De I’encadrement ([28]), on deduit aussi 

-^logA(L;) - nlog(l + £) < deg„L;' - deg„ (E', (|.|e,„)„) < 0 • 

Ceci permet d’approcher le degre adelique de E' par le degre d’un fibre adelique 
hermitien, avec un terme d’erreur de I’ordre de —^logA{E). Cette observation 
sera constamment utilisee dans la suite. 


Corollaire 4.10. Pour tout fibre vectoriel adelique E et toute norme tensorielle 
adelique hermitienne a d’ordre dimLl, on a 


deg^E - deg„detQ,L; 


< deg„L(L;) -deg„J(L;) . 


Demonstration. La difference ne se situe eventuellement qu’en une place archime¬ 
dienne V de k. On a vu que dans ce cas ^ ^ l•lJ(■E) v- L’hypothese a 

hermitienne et les lemmes lOl et oi entrainent alors I’inegalite 

deg^det J(i?) < deg^detai? < degndetL(i?) . 

Le lemme 14.51 et la proposition 14.91 donnent 

logvr(L;) < deg„L; - deg„deta£^ < ^ log vr(L;), 

qui est un encadrement un peu plus precis que celui annonce puisque 
max {vr(i?), vr(i?)} < yt{E)vt{E). □ 


On rappelle que k designe une cloture algebrique de k. 

Definition 4.11. Soit E = {E, (||.||i;)t;) un fibre vectoriel adelique. La hauteur d’un 
element x G {E k) \ {0} relative a E, notee est la somme normalisee 

■= iog|klU,« 

V 


(30) 
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(la somme porte sur toutes les places v de k mais seuls un nombre fini de termes 
ne sont pas nuls). 

C’est aussi I’oppose du degre normalise du fibre en droites {K.x, {\\.\\e,v)v) on 
K est une extension finie de k sur laquelle est defini x. La hauteur de x ne depend 
pas du choix de K en raison de la formule = [K : k] (voir aussi le 

paragraphe suivant). La terminologie est coherente avec la notion de hauteur au 
sens usuel grace au resultat suivant. 

Proposition 4.12. Soit a S R. L’ensemble des droites {k.x ; x G E et h-^(x) < a} 
est fini. 

Demonstration. Soit (ei,...,e„) une fc-base de E. II existe une constante a > 0 
(qui depend de E et de k) telle que, pour toute place n de A: et pour tout x = 
Sr=i S E, on ait ||x||-g^ > Q;maxi<i<„ {|xi|t,}. Aux places ultrametriques 
(et il suffit de considerer un nombre fini d’entre elles car E est adelique), cela 
resulte de la formule lfT5)) . Et aux places archimediennes, il s’agit d’une consequence 
de I’equivalence des normes en dimension finie. Si a; 7^ 0, la borne h-^{x) < a 
entrame une majoration de la hauteur de Weil du point projectif {xi -.■■■: Xn) 
et done un nombre fini de tels points (theoreme de Northcott) et de vecteurs x 
correspondant. □ 

Proposition 4.13. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Speefc de dimension n 
et a une norme tensorielle adelique d’ordre n. Soit (ei,...,e„) une k-base de E. 
Alors on a 

0 < deg^detaE + %(ei) H-h %(e„) . 

De plus, on a 

_ __ _ 

-^logA(E;) < degnE; +h;g(ei) H-h/i;g(e„) . 

Demonstration. La premiere assertion est une consequence de I’inegalite d’Hada- 
mard 

n 

||ei A • • • A < l|ei 0 • • ■ 0 en\\^e>cr. ||ei||£;,„, 

i=l 

vraie pour toute place v de k. En effet, la premiere majoration vient de la definition 
de norme quotient et la seconde est la propriete (i) de la definition 12.101 des normes 
tensorielles (il y a meme egalite). Pour obtenir la seconde assertion, on choisit pour a 
une norme hermitienne (construite, par exemple, au moyen de la norme hermitienne 
g 2 de Chevet-Saphard) dans le corollaire l4.10l et on utilise I’estimation ll2^ . □ 

Il est souvent utile de connaitre egalement une majoration de la somme des 
hauteurs d’une base de E k ou k designe une cloture algebrique de k . C’est 
I’objet du lemme de Siegel absolu suivant, etabli dans le cas des corps de fonctions 
par D. Roy & J.L. Thunder [27] et issu d’un enonce du a S. Zhang [41] dans le cas 
d’un corps de nombres (les deux etant ecrits dans le cas hermitien). 

Theoreme 4.14. Soit E un fibre vectoriel adelique, de dimension n>l. Posons 
S := 0 si k est un corps de fonctions et S := 1 si k est un corps de nombres. Pour 
tout e > 0, il existe une base (ei,..., e„) de E ®k telle que 

^fl _ 

(31) %(ei) H-h %(e„) + deg„E < y ^ogn + — logvr(E) + e . 

Dans le cas d’un corps de nombres, la preuve complete se trouve dans [17]. Il est 
possible de demander que la base (ei,..., e„) soit definie sur k et, en contrepartie, 
de rajouter un terme dependant du discriminant absolu Dk de k dans le membre de 
droite de I’inegalite (voir [27]). Ce terme est (n/D) log \Dk\ si k est un corps de 
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nombres. Le cas general d’un fibre vectoriel adelique non necessairement hermitien 
s’obtient en appliquant le theoreme ci-dessus an fibre (hermitien) de John J{E) et 
en utilisant E ^ J{E) ainsi que la proposition I4.fil 


4.3. Extension des scalaires. En toute generalite, le degre adelique normalise 
n’est pas un invariant stable par extension des scalaires. Si Ton considere par 
exemple le fibre vectoriel adelique (Q”, |.|oo), la formule (JH) entrame I’egalite 

deg„(QM.U) = log-^^ • 

Or si Ton choisit I’extension quadratique Q(j), qui possede une seule place complexe 
et aucune reelle, un rapide calcul donne 

degn(Q(i)”,|.|oo) = ^logn!, 

nombre toujours different de celui de la formule precedente, des que n > 2. Cette 
anomalie se voit egalement au moyen de la formule asymptotique (l 2 ^ dont les 
coefficients 6 et c dependent en general de ri et r 2 et non seulement de la somme 
ri + 2r2 = [A: : Q]. 

L’explication de ce phenomene est I’observation suivante, qui, reduite a I’essen- 
tiel, marque la difference entre le volume d’un cube et celui d’une boule. 

Lemme 4.15. Soit ||.|| une norme sur C”, invariante par eonjugaison complexe. 
II existe une constante a = K{n, ||.||), comprise entre 4“” et 4”, telle que 

vol({ 3 :€C"; ||x|| < 1}) / voldxeR"; ||x||<l}) y 

vol({a:GC”; |x |2 < 1 }) \vol({a;GR"; |a ;|2 < 1 })/ 

La notation vol designe indifferemment une mesure de Haar (quelconque) sur R” 
ou C". Si la norme ||.|| est hermitienne alors k = 1. 

Demonstration. II s’agit d’une simple consequence des inegalites : 

max{||a:i||, 11 x 211 } < ^ (||xi + ix 2 \\ + ||xi - ix 2 ||) = ||xi + iX 2 || 

et ||xi+ 4 X 2 || < ||xi|| + ||x 2 || < 2 max{||xi||, ||x 2 ||}, pour tons Xi, X 2 € R". Le resultat 
s’ensuit en choisissant sur C" la mesure de Haar produit voIr™ 0 voIr™ , obtenue 
au moyen de I’isomorphisme naturel C" ~ R” x R". Si la norme est hermitienne, 
elle est determinee par la donnee d’une matrice symetrique A G M„(R) (il n’y a 
pas de partie imaginaire car la norme induite doit etre invariante par eonjugaison 
complexe). Les deux membres de I’equation il32ll valent alors (det A)~^ et k = 1. □ 


Remarque 4.16. Les calculs exacts des volumes de 6^ ^ et 6^ donnees par les 
formules 0 et |[5|) fournissent I’encadrement plus precis 


1 


n! 


,2 


4" r(i + f)^ r(i + i)^ 

On pent noter que la formule de Stirling (voir note au bas de la page [Tj) donne 
I’equivalent asymptotique 

n! 


r(i + t)' 


7 rn 


lorsque n 


+ 00 . 


Apres ces considerations, nous pouvons enoncer le resultat principal de ce para- 
graphe. 









PENTES DES FIBRES VECTORIELS ADELIQUES 


2B 


Proposition 4.17. Soit K une extension finie de k et E un fibre vectoriel adelique 
sur k, de dimension n. Alors 


(33) 


deg^EK - deg^E 


< nlog(4) 


Si, de plus, E est un fibre adelique hermitien alors deg^Ex = deg,^E. 


Demonstration. Quitte a fixer une fc-base de E, on peut supposer E = k'^. On 
distingue deux cas. 

a) Soit V une plaee ultrametrique de k. On a vu qu’il existe une matrice Cy G GL„(fc„) 
telle que : 

Vx = (cci,... ,a;„) G C”, ||x||_e,„ = max {|(c«.x)i| } • 

l<z<n 


Notons By := {x G fc" ; ||x||„ < 1}. Get ensemble est I’image par Cy ^ de O” et, 
d’apres les rappels du paragraphed on a 

YO\y{By) = I detC„|“"" VOly{Oy) 


(id vol„ est une mesure de Haar sur fc”). Soit w une place de K au-dessus de v. Le 
complete Ky, est un A:„-espace vectoriel de dimension [Ky, : ky], et si Ton note By, 
la boule unite fermee dans on a 


^^^w{By,'j 


= I detc„|„”“ 


vol„(i?^) 

vol.( 0 ?) 




voL(e>s,) 

Comme cela est rappele dans les preliminaires, Ton dispose de I’isomorphisme d’es- 
paces vectoriels topologiques 


(34) 


K (S)k ky — Eyj, 
w\v 


qui, outre Tegalite des dimensions [K : k] = X)iu|i, entrame 

vol ({x kyY ; ||x||^ < 1}) 

vol ( < X G (-S' 0 kyY ; max {|xi|i,} < 1} 

V l<7<n 


=n 




/ vol„(B„) \ 

vol. (OK); 


(la mesure vol sur [K ® ky^ peut etre choisie comme I’image reciproque de la 
mesure produit Gu,|«volu, sur Par I’isomorphisme (l34l) l. Soulignons que 

cette egalite ne depend ni du choix de I’isomorphisme ll34l) . ni du choix des mesures 
volu,, vol„ ou bien encore vol. Ainsi le comportement du quotient des volumes aux 
places ultrametriques par extension des scalaires est exactement celui souhaite et 
les parties (aux places) finies des degres adeliques normalises de Ek et E sont 
identiques. En particulier, ces degres (dans leur totalite) sont egaux si k est un 
corps de fonctions. 

b) Soit V une place arehimedienne de k. Comme precedemment, soit w une place 
de K au-dessus de x. Si w et x sont de meme nature (toutes les deux reelles ou 
complexes), le quotient des volumes 

vol({x G fcK; ||x||^ < 1}) 

VOl({x G fcK ; |x |2 < 1}) 

reste inchange. En revanche, si v est reelle et w est complexe, nous sommes dans le 
cas du figure du lemme 14.151 et la proposition 14.171 s’en deduit immediatement (le 
cas d’egalite lorsque E est un fibre vectoriel hermitien provenant du cas d’egalite 
K = 1 dans ce meme lemme). □ 
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Remarque 4.18. L’argument qui est a la fin de cette demonstration permet d’eta- 
blir en realite une borne plus faible pour la difference des degres puisqu’il suffit de 
considerer les couples de places {v,w) telles que w | n et qui ne sont pas de meme 
nature. Si N[k,K) est le nombre de tels couples, la majoration ll33l) reste vraie en 
multipliant nlog(4) par le quotient N{k,K)/[K : Q] < 1. 

4.4. Somme directe. Comme nous I’avons vu au paragraphe [331 il est possible 
de definir la somme directe E (B^ F de deux fibres vectoriels adeliques, relative a 
une famille c = (<j„)„|oo de normes (particulieres) sur R^. La proposition suivante 
evalue le degre d’une telle somme directe. 


Proposition 4.19. Soit E et F des fibres vectoriels adeliques sur Speck, de di¬ 
mensions respectives n et m. On a alors 


deg^iE F) - deg^E - deg^F 


< log 


n-\- m 
n 


Pour la somme hermitienne (c.-d-d. ‘,y{x,y) = aux places archime- 

diennes v de k), on a I’egalite deg^{E 02 F) = degj^i? 0 deg^F. 

En particulier, si k est un corps de fonctions, on a deg^{E(BF) = degjjF0degjjF. 


Demonstration. En vertu de I’encadrement ([HI), on a F 0 oo F 0 F 0 ^F 0 F 0 iF 
et done 

deg(F 01 F) < deg(F 0 ^ F) < deg(F 0oo F) 

('lemme [T2l) . Or pourp G [1,0oo] on dispose d’une formule exacte pour deg(F 0 pF). 
En effet, si Ton applique I’egalite cni), a Ey 0p Fy ou V est une place archimedienne 
de k, la difference deg(F 0 p F) — degE — degF egale 

p I nw,, \ p I mn„ \ p / 1 i (m+»)n„ \ 

log—- - - - ■ 

V archttdienne T (l 0 T {l + ^) T {l + 

II n’y a pas de contributions aux places ultrametriques car, par choix de la norme 
sup, la boule unite de Ey 0 p Fy est le produit des boules unites de Ey et Fy. Et 
les volumes se multiplient egalement pourvu que Ton choisisse la mesure produit 
volp,^ 0 volp_^ sur la somme directe Ey 0 Fy. On obtient ainsi au passage I’egalite 
deg„(F 02 F) = degyE 0 degjjF lorsque p = 2. La majoration du degre de E 0 oo F 
s’obtient alors en remarquant 

r(i + ^) ^ 

r(i0f)r(i0f) - 

majoration que I’on utilise aux places reelles de k. Quant a la minoration du degre 
de E 01 F, on se sert de F (l 0 > F (l 0 F (l 0 y) (places reelles) et de 

( 2 n^m) ^ ^ri+m^3 (places Complexes). Cette derniere estimation pent se demontrer 
par recurrence sur m et les precedentes au moyen de la formule d’Euler pour la 
fonction Gamma. □ 


n 0 m\ 

, n )’ 


Remarque 4.20. En observant que, pour tout x € C", on a |a ;|2 < |a;|p si p < 2 
et |x |2 > |a::|p si p > 2, on obtient aisement les majorations 

degn(F0pF) < deg„F0deg„F si p < 2 

et 

deg„F0degnF < degn(F0pF) si p > 2. 
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4.5. Dualite. 


Proposition 4.21. II existe une constante absolue c > 0 telle que, pour tout fibre 
vectoriel adelique E de dimension n, on a 

deg^E + deg^E'" e [-cn, 0] . 

Si E est un fibre adelique hermitien alors deg„^ = —deg^E. 

Demonstration. On pent supposer E = fc”. Soit v une place de k. S’il existe une 
matrice Uy G GL„(A:„) telle que (A:",||.||i,) = |.| 2 ,«) alors le quotient des 

volumes 

vol(B(fc",||.|U)) 

vol(B(fcJ^,|.| 2 ,„)) 

egale | detui,!""”. II sufRt alors d’observer que les normes duales ||.|j^ et |.| 2 _^ sont 
reliees par la matrice inverse u~^ et le quotient des volumes pour les espaces duaux 
est inverse. En particulier cela assure I’egalite degE + deg^ = 0 si E est un 
fibre adelique hermitien. Dans le cas general, comme 11 ne reste que les places 
archimediennes a trader, on utilise le theoreme 12.31 en chacune de ces places (avec 
n = dimREi,) et le resultat s’ensuit. □ 


4.6. Quotient. 


Proposition 4.22. Soit E 2 C Ei deux sous-fibres adeliques de E. Alors on a 

dim El 


deg^Ei - deg^E2 - deg^Ei/E2 


< 


D 


■\ogA{E) . 


Demonstration. Si E est un fibre adelique hermitien, la metrique quotient sur 
E 1 /E 2 coincide en une place archimedienne v avec la metrique sur I’orthogonal 
de i? 2 ,« relatif au produit hermitien {^)e,v de Ey. En une place ultrametrique, la 
metrique quotient est celle d’un supplementaire quelconque de E 2 dans Ei. Ainsi 
le fibre Ei est isomorphe isometriquement a E 2 ©2 E 1 /E 2 et la nronosition 14.191 
donne I’egalite 

degnEi = deg^E2 + deg^Ei/E2 ■ 

La propriete etant etablie dans le cas hermitien, le passage au cas general s’effectue 
grace aux fibres de John et Lowner associes a Ei. Comme |l.||_Ei,t) < v pour 

toute place v de k, cela entrame 

deg„(E2, 1\j(e^),E2) ^ deg„E2 
et 

deg„(Ei/E 2 , < deg„ (E 1 /E 2 ) 

l■lJ(El )£;2 Mj(£;i) E 1 /E 2 ) designe la famille des normes de John de Ei 

restreintes a E 2 {resp. normes quotient sur E 1 /E 2 issues des normes de John de 
El). L’on obtient ainsi 

degnEi - deg„E2 - degyEi/E2 

< degjjEi — ^degn(E2, M jCei),_e2) M jCei).Ei/E2)) 

et I’expression dans cette derniere parenthese egale deg„ J(Ei) car J{Ei) est un fibre 
adelique hermitien. On raisonne de la meme fagon avec L{Ei) pour la majoration 
en sens inverse. Grace a ([29]), on obtient la borne 


degnEi - deg„E 2 - degyEi/E 2 < deg^L{Ei) - degnJ(Ei) 

dim El 


< 


D 


■logA(Ei) 
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et Ton conclut avec A{Ei) < A{E). □ 

4 . 7 . Somme. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Spec A: et deux sous- 

espaces vectoriels de E, de dimensions respectives ni et n2. Chacun des quatre 
espaces vectoriels Ei, E2, Ei + E2, EiD E2 est muni de la structure de sous-fibre 
vectoriel adelique induite par E. 

Proposition 4.23. Avec les donnees ci-dessus, la difference des degres adeliques 
normalises 

deg^{Ei +E 2 ) + deg^Ei D E2 - deg^Ei - deg^E 2 

est superieure a 

Demonstration. L’application naturelle l : E2/{Ei n E2) —> {Ei + E2)/Ei verifie, 
pour toute place de fc et tout x G ky, 

\\I'(.x)\\(^Ei+E2)/Ei,v < \\x\\E2/iEinE2),v ■ 

Par consequent, la boule unite du premier quotient est incluse dans celle du second 
et Ton a 

deg„ (^E2/{Ei n £^2)) < deg„ (^{Ei + £2)/£i) • 

Si El + £2 est hermitien, la nronosition l 4 . 22 l nermet de conclure puisque dans ce cas 
le degre d’un quotient est la difference des degres. Dans le cas general, on considere 
e > 0 et une norme hermitienne |.|e,« sur (£1 + £2) ky, ce qui permet de definir 
le fibre adelique hermitien (£1 + £2)^ (voir ([ 28 ])). On a alors 

degn£i + degn£2 < deg„(£i ,\.\,) + deg„(£2, |.|e) 

< deg„(£i + £2, Me) + deg„(£i n £2, Me) • 

La premiere inegalite qui vient apres II 29 I) montre que le degre adelique normalise 
de (£1 + £2)5 est plus petit que 

deg„£i + £2 + dim(£i + £2) ^log(l + ^) + ^ A(£i + £2) 

II en est de meme pour le degre de (£1 n £2, Me) en remplagant dim(£i + £2) par 
dim£i n £2. La proposition 14 . 2,31 s’ensuit en faisant tendre e vers 0 . □ 

, cet enonce pent se voir comme une genera¬ 
lisation de I’inegalite £(£i -I- £2)£(£i H £2) < iL(£i)£(£2) de W. Schmidt [ 32 ], 
T. Struppeck & J.D. Vaaler [ 35 ], lorsque les metriques sont hermitiennes. 


En notant H{E) = exp deg„£ j 



5. Theorie des rentes et rentes maximales 


Definition 5.1. La pente adelique de £ est 


(35) 


KE) 


deg£ 

dim£ 


Par convention, si £ = { 0 }, on pose /i(£) := —00. De plus, lorsque Ton divise ce 
nombre reel par le degre D du corps k, on parle de pente adelique normalisee que 
Lon note //„(£)• 


Cette quantite est un avatar adelique et logarithmique du rayon volumique 

\^ol{bl)J 

d’un corps convexe C de R", utilise dans I’etude des espaces de Banach. 
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Voici quelques proprietes que Ton deduit immediatement de celles du degre ade- 
lique, demontrees dans le paragraphe precedent. Dans la liste qui suit, E designe un 
fibre vectoriel adelique de dimension n, iSg = {E, |.|e) un fibre adelique hermitien 
associe a E (voir JlHl)) et K est une extension finie de k. 

Proprietes : 

1 ) Pour tout sous-espace vectoriel E' de E, on a 

-log(l + £) - ^logA(P;) < JlniE') - /!„(£'', Me) < 0 . 

2 ) II existe une constante absolue c > 0 telle que — c < JlniE) + 'p.niE'') < 0. 

3 ) \finiEK) - Pn{E)\ < 21 og( 2 ). 

Si de plus E est un fibre adelique hermitien alors 'p,n{E'') = —JlniE) et JlniEK) = 
tiniE). 

A ces proprietes s’ajoute une estimation de la pente d’un produit tensoriel. 

Proposition 5.2. Soit £ G N \ { 0 }. Pour tout i G soit Ei un fibre 

vectoriel adelique sur Specfc. Soit a une norme tensorielle adelique d’ordre 1 . Si 
tous les Ei sauf au plus un sont de dimension 1 alors 
En dimension quelconque, si a est hermitienne alors 

(. i 

<^iogA(p;i). 

On deduit aussi de cette inegalite la relation i=iEi) = S-i.Ei) lorsque 
tous les Ei et a sont hermitiens. Toutefois, la preuve que nous proposons commence 
par etablir ce cas. 


Demonstration. Le premier cas d’egalite lorsque par exemple dimEi = 1 pour 
2 < i < I s’obtient en observant que I’application x x ® €2 ® ® ei de 

v)) dans ®ai^iEi est un isomorphisme isometrique (e^ 
est une k-ha.se quelconque de Ei). Plaqons nous alors en dimension quelconque, avec 
a hermitienne. Supposons £ = 2 dans un premier temps. Si, en une place v de k, 
les normes ||.||£;i,« et ||.||£;2,i; so^t simultanement hermitiennes ou ultrametriques, 
I’isomorphisme canonique 

det(L;i,, 0 E2,y) ~ det(£;i,„)®'" ® det(L;2.„)®” 

est une isometrie. Par consequent, lorsque Ei et E2 sont des fibres adeliques her¬ 
mitiens, on a 

degdet(i?i 0 E2) = mdegdet{Ei) ndegdet(i?2) 

et le lemme [4751 entrame I’egalite 0 E2) = 'fii.Ei) ^(i?2)- Le resultat pour 
le produit de I fibres hermitiens s’en deduit par recurrence sur 1 . Une fois celui-ci 
etabli, le passage au cas general s’effectue au moyen des fibres de John et Lowner 
associes aux Ei. Grace au lemme SJl on a 

®LiL(Ei) < < ®\=^J{Efi) . 

On en deduit un encadrement de i=iEi) via le lemme SHI L’hypothese a 
hermitienne permet d’utiliser le cas hermitien etabli juste avant et les formules de 
la proposition 14 .ill conduisent a I’estimation 

t t 

mu=iE.) {MLm) -mjm)} . 

i=l i=l 


On conclut avec ([ 29 ]). 


□ 
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5.1. Existence de la pente maximale. 

Proposition 5.3. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Speck. II existe une 
constante c{E, k) telle que, pour tout sous-fihre vectoriel adelique F de E, on a 
1*11 (E) < c{E, k). Plus precisement, pour tout nomhre reel a, il n’existe qu ’un nombre 
fini de sous-fibres vectoriels adeliques F de E tels que finiF) > a. 

Demonstration. Soit F C E et m = dimF. Si E est un fibre adelique hermitien 
alors il en est de meme pour F et Ton a 

^ _ degn det F _ A • • • A /„) 

dim F m 

oil /i,..., /m est une Ic-base de F et est la hauteur sur les elements de /\™ E 

donnee par la definition |4dTJ En vertu de la nronosition l4.121 il existe une constante 
c(m, E, k) telle que 

m 

Vx G /y F, > c(m, E, k) ; 

de la sorte on obtient la majoration finiF) < —c{m,E,k)/m et la constante 
c(F, k) := max {—c(to, E, k)D/m ; 1 < m < dimF} convient dans ce cas. En rea- 
lite, si a < finiF) alors la hauteur de /i A • • • A /m est majoree et la proposition [4]T2] 
entrame la finitude du nombre de sous-espaces F possibles. Si E est un fibre vectoriel 
adelique quelconque, on utilise les metriques de Lowner, qui satisfont aux inegalites 
\-\l(e),v ^ en toute place v de k, pour obtenir deg^{F) < deg^{F,\.\^(^^). 

La conclusion decoule alors du cas hermitien. □ 

Cela justifie la definition suivante. 

Definition 5.4. La pente maximale d’un fibre vectoriel adelique E, notee /tmax(F), 
est le nombre reel 

Mmax(F) := max{^n(F) ; F C F} • 

On observe que si Fi A F 2 alors /*max(F 2 ) < ^max(Fi). La premiere propriete 
de la pente normalisee donnee a la suite de la definition 15.11 entrame 

- log(l +e)- ^ log A(F) < fima^E) - /2max(Fe) < 0 , 
pour tout fibre vectoriel adelique F et tout e > 0. 

Remarque 5.5. De la meme maniere, on pent considerer la pente minimale d’un 
fibre vectoriel adelique F definie par ^min(F) := min |/2n(F/F)| ou F parcourt les 
sous-espaces vectoriels stricts de F. Il s’agit bien d’un minimum car il n’y a qu’un 
nombre fini de quotients F/F de pentes plus petites qu’un nombre reel donne 
(on se ramene a la pente maximale via la nronosition 14.2211 . On dispose aussi de 
I’encadrement 

- log(l -h e) - ^ log A(F) < fimin{E) - fiminiEe) < 0 . 

La dualite marque le lien avec la pente maximale. 

Lemme 5.6. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Speck. On a 

|/Imax(F'') -b Mmin(F)| < ^ log A(F) . 
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Demonstration. Supposons dans un premier temps que E est hermitien. Soit F un 
sous-fibre vectoriel strict de E. L’espace vectoriel dual {E/Fy s’injecte dans E''. 
La definition de la pente maximale de E'' et les propositions 14.211 et 14.221 dans le 
cas hermitien donnent 

dim(£'/F) > deg^{E/Fy = -deg^E/F 

puis ^max(£^'') + yniE/F) > 0 et douc 'f2max{E'') + JlniiniE) > 0. On montre de la 
meme maniere I’inegalite en sens inverse. On a done 'pmaxiE'') = —JiminiE) si E est 
hermitien. Dans le cas general, on utilise le fibre vectoriel Eg associe a E. Compte 
tenu du fait que la dualite renverse les inegalites pour les normes : 

on a 

0 < ymaxiE'') - /imax(L^e) < ^ log A(fi;) + log(l + s) . 

On somme avec I’estimation du meme type entre pentes minimales qui precede 
I’enonce du lemme [5^ puis Ton fait tendre e vers 0 et le lemme s’en deduit. □ 

Proprietes 5.7. Soit E, F des fibres vectoriels adeliques sur Speefc. 

1) Si dimF = 1 alors, pour toute norme tensorielle adelique a d’ordre 2, on a 

Mmax [E F) = 

Mmax (E) + deg^F . 

2) Pour la somme directe hermitienne E 02 F, on a 

0 ^ A^max {E 02 F) — max { /^max iE),n^,^iF)} < llogmax{A(£;),A(F)} • 

3) Dans le cas general, on a 

0 < Mmax(£^©^ F) - uia.x{JlrnaxiE),ymax{F)} < ^ log V2max { A(fi;), A(F)}^ 

(la somme directe E (B.; F est celle definie au na,ra,gra,nhe l3.3L 

Demonstration. 1) Soit E' un sous-fibre vectoriel adelique de E. D’apres la pro¬ 
position 15.21 la pente normalisee de E' (Ba F est la somme de JiyE') et de 
/2n(F) = deg„F, car F est une droite. De plus, d’apres la proposition 12.121 on 
a [E' 0 F, a(-; E, F)) < E' ®aF et le lemme 1121 entrame 

0Q. F^ y t^maxiE 0Q, F^ . 

On a done '^^{E') < p-maxiE 0^ F) — deg^F et, en faisant varier E', on obtient 
Mmax iE)< A^max {E 0a F) - deg^F . 

Si Ton applique maintenant cette majoration a E®aF et F'' au lieu, respectivement, 
de E et F, on obtient I’inegalite en sens inverse, grace a la propriete deg„F'' = 
—degjjF, valide car F est automatiquement hermitien, et car {E 0^ F) 0^ F'‘ est 
isomorphe isometriquement a E. 

2) La positivite de la difference des pentes maximales est immediate en notant 
qu’un sous-espace vectoriel de i? ou F est aussi un sous-espace de F 0 F, avec 
compatibilite des normes. Ceci s’applique egalement pour F0^ F puisque la norme 
ll'll'EetFi; restreinte a F ou F est celle qui est naturellement sur ces espaces. 

Pour la majoration, supposons dans un premier temps que F et F sont hermi- 
tiens. Soit H un sous-fibre vectoriel adelique de F 02 F. Posons Hi := H C] E. Par 
definition des metriques quotient, on a H/Hi = H/Hi et done, puisque ces fibres 
adeliques sont hermitiens, 

deg„F = degnFi 0 degn(F/Fi) . 
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Le premier terme deg^Hi est naturellement inferieur a (dim77i)/Imax(£')- Pour 
le second terme, considerons I’injection l : H/Hi ^ F, i{x 0 y mod i/i) = y. 
L’application i n’est pas necessairement une isometrie en toute place u de A: (et 
done H/Hi n’est pas en general un sous-fibre adelique de F). Neanmoins, comme 
II 2 ; 0 y\\Ee 2 F,v > ||2 /||f,i> pour tout x ® y G Fly, on a. 

deg„(ff/i?i) < deg„ ((.(iJ/iJi), II-IIf) < (dim77/i?i) ^i„ax(P’) • 

On en deduit 

_ — deg„(77) (dimiJi)^max(i^) + (dim77/i?i)^i„ax(-P) 

- -dh^Tff- 

puis ymaxiE 02 F) < max {^i„ax(£'), Atmax(P’)}, st avec la remarque du debut de 
ce point 2), on obtient I’egalite souhaitee dans le cas hermitien. 

Revenons maintenant au cas general de deux fibres vectoriels adeliques quel- 
conques. Soit e > 0 et = {E, |.|e,£;,„) (resp. Fg = {F, |.|e,F.j;)) un fibre adelique 
hermitien associe a E {resp. F), comme celui introduit a la suite de ll23 . Par de¬ 
finition, pour tons x & Ey, y & Fy, on a 0 < H 

done 

Mmax (£02^) < 

/^max [Eg 02 Fs) = max [y max (^e) ; Mmax • 

La pente maximale de E^ est a son tour plus petite que /imax(L^) + log A(i5) 0 
log(l 0 e). Le meme type de majoration pour /tmax {Fe) puis e ^ 0 donnent I’in- 
egalite souhaitee. 

3) En definissant c, on avait observe que IMlFecx,? A IMlFe^F' Comme 
(-\/ 2 )~^||.|If© 2 F a IMIe© f> probleme se ramene a majorer la pente maximale 
de E (B 2 F, ce que nous venous de faire. □ 

Remarque 5.8. Soit JV G N \ {0} et i?i,..., E^ des fibres vectoriels adeliques sur 
Spec A:. Alors on a 

0 < Mmax (El 02 • • • 02 Ejv) - max {J2max(Ei)} < ^ log max {A(L;i)} • 

Et, pour une somme directe plus generale comme dans le point 3) des DroDrietes l5.7L 
on doit rajouter un devant le maximum des A{Ei). Ces generalisations se 
demontrent en approchant chacun des fibres vectoriels adeliques Ei par un fibre 
hermitien Ei ,,. La pente maximale de la somme directe hermitienne des Ei ,, est le 
maximum de chacune des pentes maximales ^max(E'i,e) et on procede alors comme 
dans la demonstration ci-dessus. Le nombre '/N provient de la comparaison entre 
les normes de et 

Au § [71 nous obtiendrons egalement une estimation de la pente maximale de la 
£eme puiggance symetrique S^{E). 

5.2. Autres pentes. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Spec k, de dimension n. 
La proposition inn] implique que I’intersection de I’ensemble {(dimF, degj^F); F C 
E} avec tout demi-plan superieur est fini. L’enveloppe convexe de cet ensemble est 
delimitee par une fonction affine par morceaux et concave Ppg : [0,n] ^ R. Les 
sommets du graphe de Ce sont atteints par des sous-fibres adeliques de E. On a 
P-g(O) = 0 et P-^{n) = deg^P. On note que si F C E alors, pour tout x G [0, dim F], 
on a P-p{x) < P-^{x). 

Definition 5.9. Pour i G {1, ..., n}, la P™® pente normalisee de E, notee yi{E), 
est le nombre reel 

ME) ■■= PM) - PM - 1 ) • 
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De la sorte, on a 

n 

i=l 

Soit e > 0. Compte tenu de I’encadrement des normes de E en fonction de celles 
du fibre adelique hermitien Eg (voir (1^1 . on a 

Va; e [0,n], PeS^) - ^ (log A(;e) + Z?log(l + e)) < Pe{x) < Pe^{x), 

ce qui implique 

- ^ (log A{E) + D log(l + e)) 

(36) ^ 

< Jit{E) - ^i{Es) < {\ogA{E) +Dlog(l + e)) . 

Cet encadrement se revele particulierement precieux pour generaliser les proprietes 
des pentes d’un fibre adelique hermitien a un fibre vectoriel adelique quelconque. 
Par ailleurs, la concavite de entraine la decroissance de la suite ()ri(i?))i<i<„. 

Lemme 5.10. On a 

/ai(-E') = /ainax(-fi') • 

Demonstration. Pour tout sous-fibre F de ill de dimension m, on a 

m 

deg„F < P-e(to) = ^ JiiiE) < mfli{E) 

i=l 

done ^n(F) < 'j2i{E), puis ^max(F) < ^i(F). Inversement, si Ton choisit pour 
F le premier sommet non trivial de P-e, on a 'fli{E) = JlniF) et done 'ili{E) < 

/^max(F). n 

Je ne sais pas si I’egalite 'jln{E) = /imin(F) est vraie en general. Cependant on a 
le resultat suivant qui assure I’egalite dans le eas d’un fibre vectoriel hermitien. 

Lemme 5.11. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Speck, de dimension n > 1. 
On a 

_ _ _ 

\finiE) - fi,nin{E)\ < — logA(F) • 

II faut prendre garde a ne pas confondre dans eette inegalite la pente /r„(F) 
de E avec sa pente normalisee finiE). 

Demonstration. Lorsque E est hermitien, nous montrerons un peu plus loin que 
u.r,(E) = —ui (E''] fvoir nronrietelh.ldl 1211. Dans ce cas. I’effalite u„(E) = {E) 

resulte des lemmes [5^ et IhTTOl Le cas d’un fibre vectoriel adelique quelconque s’en 
deduit au moyen du fibre hermitien E^, de I’encadrement ([36| et de la remaraue l5.51 

□ 

Filtration canonique dans le cas hermitien. Lorsque E est un fibre adelique her¬ 
mitien, les sous-fibres de E qui correspondent aux sommets du graphe de sont 
uniques et ils forment une filtration de E. 

Lemme 5.12. Soit E un fibre adelique hermitien et i G {1,... ,n — 1} un point de 
non-derivabilite de ^E- Alors il existe un unique sous-espace vectoriel Ei de E, de 
dimension i, tel que deg^^F^ = Pe^^)- 
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Demonstration. L’existence de Ei est une consequence du fait qu’il n’y a qu’un 
nombre fini de sous-espaces de E dont le degre adelique est plus grand qu’une 
constante. Pour montrer I’unicite, on raisonne par I’absurde et on suppose qu’il 
existe Ei et S' deux sous-espaces vectoriels distincts de S, de meme dimension i, 
et de degres adeliques egaux a Soit <5i := dim(Si-l-S') et 82 '■= dim(SinS'). 

Par concavite de P-g- et comme (5i 7 ^ i, on a 

61 — i i — 62 

et done, compte tenu de la relation Si — i = i — S 2 , on & 

(37) d^,E, + S' + < De(^i) + Pe(^ 2) < 2S-g(^) . 


D’apres la proposition [423] et comme S est hermitien, le membre de gauche de l(37j) 
est minore par la somme deg^S^ -|- deg„S' = 2P-^(i) et ceci contredit (l37l) . □ 


Proposition 5.13. Soit E un fibre adelique hermitien sur Speefc. II existe une 
unique filtration {0} = Sq C Si C • • • C Sg := S telle que, pour toutj G {0,..., g}, 
on ait S-g(dimSj) = deg^^Sj et {dimSj ; 1 < j < 5 — 1} est I’ensemble des points 
de non-derivabilite de la fonction Pg. 

Cette filtration est appelee filtration canonique, ou filtration d’Harder- 
Narasimhan-Stuhler-Grayson. 


Demonstration. Le lemme [5TT2l montre I’existence et I’unicite des Ej. II ne reste plus 
qu’a prouver I’inclusion Ej C Sj+i. Elle repose exactement sur le meme argument 
que celui employe dans la preuve du lemme 15.121 applique aux sous-espaces Ej , 


Sj_|_i, Ej n Ejj-i et Ej Sj_|_i. 


□ 


La demonstration donnee ici de I’existence et de I’unicite de la filtration ca¬ 
nonique dans le cas hermitien s’adapte mal au cas general en partie a cause de 
la minoration du degre d’une somme de sous-espaces de S, qui fait intervenir la 
distance adelique a I’espace hermitien (A;",|.| 2 ). Cela empeche les arguments de 
concavite de Pg de fonctionner. 


Proprietes 5.14. Soit L un fibre en droites adelique et S un fibre vectoriel 
adelique. 

1) Pour toute norme tensorielle adelique a d’ordre 2 et pour tout x G [0, n], 
on a 

+ ^deg„I . 

En particulier, pour tout i G {1,..., n}, on a 

pfiE L) = fii(E) + deg„s . 


2) Pour tout i G {1,..., n}, on a 

|/ii(S'')-I-/t„_i+i(S)| < d( 

3) Pour tout i G {1,..., n}, on a 


fifiE'^) + 'iln-i+i(E)\ < deg„S(S) - deg„J(S)-b — logA(S) . 


(38) 


(39) 


Jli (S) - inin imx |/in (Si| 


< — logA(S) 


ou Si et S 2 varient parmi les sous-espaces vectoriels de S verifiant S 2 C Si, 
dim Si > i et dimS 2 < i — 1. On a aussi 


fiiiE) - nmxnnn |p:„ (^Si/S 2 ^ | 


< — logA(S) . 
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Remarque 5.15. La difference deg„L(i?) — deg„J(i?) qui est dans I’estimation 
2) est plus petite que log A(i5) (voir (I^ L terme lui-meme inferieur a nlog(2n) 
(voir (I^L 


Demonstration. 1) Cela resulte directement de la formule deg„(F ®aL) = degjjF + 
(dim_F)deg„L qui decoule de la nronosition 15.21 

2) Pour tout sous-fibre adelique b : F ^ E Ae dimension m, on a une suite exacte 
0 ^ ker 6'' ^ ^ F'' ^ 0 et done (preuve de la proposition 14.221) 


deg„F'' - deg„F'' 


degjjker i'' 


< deg„L(F'') - deg„J(F''), 


ce qui entraine 

deg^F < deg^kert'' + deg„F(F'') - deg„J(F'') - deg^F'' 

grace a la nronosition 14.211 Le degre adelique normalise de keri'' est majore par 
Pj^{n — m). De plus, la dualite J{E'') — L{E)'' entre les fibres hermitiens de John 
et Lowner donne 

deg„F(;^) - deg„J(;^) = deg„F(F) - deg„J(F) . 


On en deduit 

%(to) < -m) + degnF(F) - deg„J(F) - deg„F'' . 

En echangeant les roles de F et de son dual, on a aussi la majoration 

P-gv(m) < P-^{n - m) + deg„F(F) - deg„J(F) - deg,,F . 

Par definition des pentes on a alors 

\%{E'') + 'p,n-i+i{E) \ < 2 (deg^L{E) - deg„J(F)^ - (deg^E + deg^E''^ ■ 

Au moyen de la nronosition 14.91 et de I’inegalite vT(F)vr(F'') < A(F), analogue 
a l(?7ll . Ton deduit 

deg„F(F) - deg„J(F) - (deg„F + deg„;^) 

= deg„F(F) + deg„F(F^) - (deg„F + deg^W'j < ^ log A(F) . 

On notera au passage I’egalite P-^{m) = P-^(n — m) + deg^^F obtenue lorsque F 
est hermitien. 

3) On commence par etablir I’egalite 

(40) /Ji(P) = minmax |)in (Ei/E^^ | 


lorsque F est un fibre adelique hermitien. On note a le minimax du membre de 
droite. Soit F 2 C Fi de dimensions respectives n 2 et ni. On suppose 712 < f—1 < ni. 
D’apres la nronosition 14.221 on a 



P-e(^i) - deg,^F2 

ni — 712 


et done deg„F 2 < P-^{ni) — (711 — 772)0 puis ^^( 772 ) < P-^{ni) 
Inversement, on a 


(771 


deg^Fi - F;e(^2) ^ 


77l — 772 


S Ml 


{Ei/E-^ < rnaxj/in [Ei/E:^^ 


772 ) 0 . 


et done P-^{ni) < P-^(n 2 ) + (771 — 772)0. Ainsi, pour tout 772 < 7 < 77 i, on a 


Pe(^i) = Pe(^ 2 ) + (771 - 772)0 
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et done, par definition, a = 'fli{E). Le passage an cas general s’effectue an moyen 
du fibre associe k E et pour un nombre reel e > 0 donne (voir (l28ll l. On observe 
que 

- ^ (logA(E) +Olog(l + e)) +Jln {E 1 /E 2 , 1 . 1 ^ 3 ) 

< Mn [Ei/E^^ < {EiIE2,\.\^^ 

puis, avec la formule iTjOll . 

-^log A(fi;) - log(l +e) + liiiEs) < mininax|^n < J^iiEe) ■ 

Ce qui entrame I’encadrement annonce de 'ili{E) via I’estimation II36D et en faisant 
tendre e vers 0. L’inegalite ilMl) s’obtient de la meme maniere. □ 

5.3. Fibres adeliques semi-stables. 

Definition 5.16. Un fibre vectoriel adelique E est dit semi-stable si toutes les 
pentes 'jli{E), 1 <i <n, sont egales. 

De maniere equivalente, le fibre E est semi-stable si 'jli{E) est la pente normalisee 
tiniE) de E, on si, pour tout m G [0,n], P-^{m) = mJin{E) ou bien encore si 
V-mai^iE) = 'p.n{E) (car la somme des Jj,i{E) egale degjji? = nJl^{E)). En vertu de la 
premiere des nronrietes l5.14L le fibre E est semi-stable si et seulement si, pour tout 
fibre en droites adelique L sur Speck, le produit tensoriel E L est semi-stable. 
Par ailleurs, comme I’a mentionne J.-B. Bost dans [6], Ton dispose de conditions 
suffisantes pour verifier la semi-stabilite de E. 

Proposition 5.17. Supposons qu’il existe un sous-groupe G de GL(i?) ayant les 
proprietes suivantes : 

(i) tout element ip G G induit une isometrie de Ey en toutes les places v de k, 

(ii) pour tout sous-espace vectoriel E' de E, si I’orbite {(f{E') ; ip G G} est finie 
alors E' = t) ou E' = E. 

Alors E est semi-stable. Lorsque E est hermitien, cette meme conclusion reste valide 
en remplagant I’hypothese (ii) par la condition plus faible 

(ii)’ si, pour tout (p G G, on a ip{E') = E' alors E' = 0 ou E' = E (I’action de 
G sur E est irreductible^. 

Demonstration. La condition (i) implique que, pour tout E' C i5, on a degi?' = 
degip{E'). En particulier, si E' est un sommet du polygone canonique construit 
avec Pg, il en est de meme pour ip{E') et I’orbite de E' sous Taction de G est 
finie. L’liypothese (ii) entrame alors E' = {0} ou E' = E, ce qui signifie que E 
est semi-stable. Dans le cas hermitien, la nronosition 15. 131 donne Tunicite des sous- 
fibres vectoriels adeliques de E qui torment les sommets du graphe de Pg-. On a 
done p(E') = E' et Thypothese (ii)’ suffit alors pour conclure a la semi-stabilite de 
P. □ 

La geometric d’Arakelov fournit une famille d’exemples de fibres vectoriels hermi- 
tiens semi-stables, lorsque k est un corps de nombres. En eftet, soit X une variete 
abelienne definie sur k, munie d’un fibre en droites L ample et symetrique. Soit 
{X,C) un modele de Moret-Bailly de {X,L), au sens du § 4.3.1 de [5]. Sans en- 
trer dans les details, rappelons que X est un schema en groupes semi-stable sur 
Tanneau des entiers d’une extension finie K de k, de fibre generique A® K et 
C est un fibre hermitien cubiste, de fibre generique Lk- L’espace des section glo¬ 
bules H°(A’,£) est un Oic-module projectif de type fini. Les metriques sur £ le 
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munissent de metriques hermitiennes aux places archimediennes de K, ce qui lui 
confere alors une structure de fibre adelique hermitien sur K. Au moyen 

du groupe de Mumford qui agit irreductiblement sur H°(X, L), J.-B. Bost a montre 
que H0(X, A) est semi-stable (et on I’on connait meme une expression de sa pente 
normalisee, voir le theoreme 4.2 de [6], ainsi que le theoreme 2.10, ii), de [18] et 
aussi le dernier paragraphe). 


5.4. Minima successifs adeliques. Comme le montre le travail de T. Borek [3] 
dans le cas des fibres vectoriels hermitiens sur SpecOfe, les pentes de E telles que 
nous venous de les definir sont etroitement liees aux minima successifs adeliques de 
E. Si a= (a„)„ est un element de /ca, on note M{E, a) I’ensemble 

B(i?, a) = {(xy)v G Ea ; < \<iv\v pour toute place v de k} 

(ainsi M{E, 1) = M{E)). 

Definition 5.18. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Spec A:, de dimension n. 
Pour i G {1,..., n}, le minimum relatif a E, que Ton notera Xi{E), est la borne 
inferieure de I’ensemble des nombres reels positifs de la forme |a|A ou a G kx est 
tel que E n B(i?, a) contienne i vecteurs /c-lineairement independants. 

Ces nombres Xi{E) dependent a priori du corps k. Si k est un corps de nombres, il 
arrive souvent que Ton se restreigne a des elements a de la forme (A,..., A, 1,...) ou 
A G aux places archimediennes de k, comme le font par exemple E. Bombieri & 
J. Vaaler [2]. Les puissances de leurs minima sont done plus grands que ceux 

consideres id. La definition donnee ici est empruntee a Particle de J.L. Thunder [38]. 
On notera que 

Ai(:e) < ••• < a„(:e) 

et que, si E' est un sous-fibre adelique de E alors Xi(E) < Xi{E') pour tout i G 
{1,..., dimi?'}. De plus, on a 

(41) X,(E,) < X,{E) < X{E){l+e)^X,{E,) . 

Existe alors une variante du second theoreme de Minkowski. 


Theoreme 5.19. Le produit des minima sueeessifs de E verifie 


Ai(S)---A„(fi;) <AC" 


covol(i?) 

vol(B(i?)) 


vr(S)" 


oil K = 2[fe:Q] 

si k est un eorps de nombres et k = q si k est un corps de fonetions. 
lei, vol designe une mesure de Haar queleonque sur Ea et covol{E) est la mesure 
de I’espaee quotient EaIE, relative a vol. 


Dans le cas d’un corps de nombres, le theoreme est etabli dans [2] (modulo la 
remarque ci-dessus sur les definitions legerement differentes des minima, difference 
qui joue en notre faveur). Pour un corps de fonetions, on consultera [38], corollaire 1. 
Ces deux references traitent seulement le cas d’un fibre vectoriel hermitien (c.-a-d. 
vr{E) = 1). Le cas general s’en deduit au moyen du fibre de John J{E) en observant 
que Xi(E) < Xi{J{E)) et en utilisant la definition de vr(i?). 

II est possible d’obtenir egalement une minoration du produit de ces minima 
en observant que, pour tout e > 0, il existe des elements ai(e),... ,a„(e) G Aa et 
une base {ei{s), . .., e„(£)) de E tels que, pour tout f G {1,..., n}, on a |ai (£)|a G 
[Xi{E), Xi{E) + £] et, pour toute place v de k, ||ei(£)||„ < |oi(£)|„. De ce fait, le 
volume de la boule unite de £1 — volume relatif a la mesure de Haar ptEji, definie 
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au DaragraDhe l2.ll — est minore 

(42) vo 1(B(;B)) > vol„(6i(2" ^ohnibl^W^ 




-1 


car, pour tout x = Yll=i Xiei(e) G E 0 ky, on a 


{ max {|xiL||ei(e)|L} si u est ultrametrique 

Sr=i l*ikl|ei(£)IU si V est archimedienne 

et la formule (l22l) permet de calculer le degre de E muni des metriques a droite. 
L’estimation l(^ entrame (avec e ^ 0) 

(43) 

Al(E)---A (-;g) ^oKB(£^)) > I (n'r 02 uir 2 lD^ln /2 si k est un corps de nombres, 
C0V0l(i?) "(s(^)~l) gj /j gg^ mj corps de fonctions. 

Les quantites qui sont a droite proviennent des formules (U et ainsi que du 
choix de la mesure sur /ca definie au paragraphe 12.11 Dans le cas d’un corps de 
nombres, cette minoration est la meme que celle de E. Bombieri & J. Vaaler [2], 
theoreme 6. 

Comme nous I’avons dit, le lien entre ces minima et les pentes de i? a ete pre¬ 
cise par T. Borek [3]. L’enonce suivant est une generalisation aux fibres vectoriels 
adeliques. 


Theoreme 5.20. Soit E un fibre vectoriel adelique sur Specfc, de dimension n. 
Posons 


C{n, k) := ^ log 


k" covol(fc") 
volB(/c", I.I 2 ) 


oil K est la constante qui intervient dans le theoreme 15.1.91 Alors, pour tout i G 
{1,..., n}, on a 


-^logA{E) < ME) + llogA,(£;) < -C{n,k) + ^logA{E) ■ 
D D n U 


Nous n’allons pas refaire la preuve de cet enonce qui — dans le cas hermitien 
— est I’objet du travail [3] de T. Borek. Meme si ce dernier ne considere que des 
fibres vectoriels hermitiens sur Spec Ok , les methodes de cet article se generalisent 
au cadre adelique car, comme nous I’avons vu, les degres et les pentes definis ici 
donnent les memes invariants que ceux definis habituellement pour E SpecOfc. 
De plus. Ton dispose egalement de la filtration canonique associee a un fibre ade¬ 
lique hermitien, qui est I’outil essentiel dans [3]. Le cas general d’un fibre vectoriel 
adelique quelconque se traite a partir du cas hermitien au moyen du fibre hermitien 
Eg et des encadrements ll^ et dm). On pent mentionner la formule asymptotique 
C{n,k) = f logn -I- 0(n) lorsque n -boo (le corps k etant fixe), formule qui 
s’obtient au moyen de la mesure definie au S 12.11 et des formules (1411 et ®. 


6. Inegalites de pentes 

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les degres et les pentes de fibres 
vectoriels adeliques relies entre eux par une application lineaire. En realite nous 
avons deja compare de telles donnees lorsque I’application sous-jacente est une 
inclusion. 

Definition 6.1. Soit E,E des fibres vectoriels adeliques sur Speck et (p : E ^ F 
une application A:-lineaire. La hauteur de p relative a E et F, notee h{E, F\ p) ou. 
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plus simplement, h{ip) s’il n’y a pas d’ambiguite, est la somme 
h(E,F-ip) ■= ^^n^log||(/j||„ • 

V 

La norme ||i^|U est la norme d’operateur de rapplication induite (fy : E ky ^ 
F kv et la somme ci-dessus ne comporte qu’un nombre fini de termes non nuls. 

La formule du produit assure I’invariance par multiplication par un scalaire non 
nul : 

VAGfc\{0}, h(E,F;Xip) = h(E,F-,ip) ■ 

La hauteur est invariante par extension finie K du corps de base k : 

h{EK, Fk; ^k) = h{E, F; (p) 

car la norme d’operateur de pt en une place w de K est egale a celle en la place v 
de k correspondante et car J2w\v ■ ky] = [K : k]. Be plus, 11 est utile de noter 
les deux encadrements suivants : 

(44) - log(l + e)- ^ log A{E) + h{E, F; (p) < h{E, </?) < h{E, F; (p) 
et 

(45) h{E, F- ip) < h{Es, F; ip) < h{E, F-ip) + ^ log A(F) + log(l + e) • 

Lemme 6.2. Si ip : E ^ F est un isomorphisme entre deux droites vectorielles 
alors 

degnF = deg„F + /i(F, F; ip) . 

La raison en est que, pour tout x G Ey\ {0}, on a ||</5||,, = ||(/3(a:)||F,'i;/||a;||£;,u- 
On conclut au moyen du lemme 14.41 par exemple. En particulier, si F et F sont 
des fibres adeliques hermitiens (de dimension quelconque), et si (^ : F —s- F est un 
isomorphisme, le lemme l4!^ entrame 

(46) deg„F = degjjF + h{det F, det F; det ip) ■ 

Lemme 6.3. Si ip : E ^ F est un isomorphisme alors les pentes normalisees de 
E et F verifient 

(47) ^n(F) < ^„(F) + h(F,F;(/?) • 

Demonstration. On pent supposer E = F = et ip s’identifie a une matrice de 
GL„(A:). En toute place v de fc, on a I’inclusion 

ja; G fcO ; ||a;||£;,„ < ||^| ^ {x G fc)); ||(/?(a;)||F,« < 1} • 

Ce qui, pour une mesure de Haar volt, quelconque sur /c", entrame 
/ 1 y-" vol„(B(fc",||.|U,t,)) volt,(B(fc»,||.||f.t,)) 

Vll^llJ volt,(B(fcM.| 2 ,t,)) - vol„(B(fc„M.kt,)) ' 

L’inegalite souhaitee s’en deduit au moyen de la formule du produit appliquee a 
det ip G k \ {0}. □ 

Lemme 6.4. Soit F, F des fibres vectoriels adeliques et ip : E ^ F une application 
lineaire. Si ip est injective alors 

(48) 

Mmax (F) 

^ A^max (F) + h{ip) . 

Remarque 6.5. La convention ^,{0) = —oo trouve une justification ici car I’on 
pent choisir F = {0} dans cet enonce. 






40 


ERIC GAUDRON 


Demonstration. Soit E' C E. On pose F' = ip{E'), espace vectoriel sur k que Ton 
munit des metriques induites par F. Ainsi, grace a I’hypothese d’injectivite, (/? induit 
un isomorphisme (pj^, entre E' et F'. La majoration du lemme precedent donne 
alors 

tinm < tln(F^) + h 

< V-ma.AF) + h{E, F; (p) . 

On choisit alors convenablement E' pour obtenir la pente maximale de i? a gauche. 

□ 

II y a plusieurs fagons d’etendre cette inegalite. La premiere — qui est coeur de 
ce que I’on appelle methode des pentes — consiste a considerer une filtration 

0 = Fj^ C Ljv-i C • • • C Lg := L’ 

d’un espace F par des fc-espaces vectoriels Fi. On ne suppose pas que F est muni 
d’une structure de fibre vectoriel adelique. En revanche, chacun des espaces quo¬ 
tients Gi := Fi-i/Fi, 1 < i < N, est muni de normes ||.||i,« aux places de k telles 
que {Gi, (ll-lli,,;),,) soit un fibre vectoriel adelique. Soit E un fibre vectoriel adelique 
sur Spec k de dimension n et p : E ^ F une application fc-lineaire. On pose 

VfG A^+l}, E, . 

Chacun des espaces Ei est pourvu de la structure adelique Ei induite par E. On 
pose E^v+i := {0}. Soit (ft : Ei ^ Gi la composee de la restriction de a et de 
la projection canonique Ei_i ^ Fi-i(Fi. 

Proposition 6.6. Avec les notations ci-dessus, si ip est injective alors 

(49) ME) < V {M..(G,) + h{MGl- p,)} + ^ log vr(E) • 

z—/ n U 

2=1 

Cette majoration n’est pas tout a fait une generalisation du lemme 16.41 a cause 
du terme logvr(i?) qui subsiste meme lorsque N = 1. 

Demonstration. Chacune des applications pi se factorise en une injection pi : 
Ei/Ei+i ^ Gi a laquelle I’on pent appliquer le lemme [631 On a done en par- 
ticulier 

degn (^Ei/Ei+i'j < dim{EjEi+i) | Mmax(G*2) , Gi', j" 

< dim{E^/Ei^i) { 

/^max (Gi) + h{Ei,Gi;pi)} . 

La difficulte est que le degre du quotient a gauche n’est pas en general la difference 
des degres sauf si Ei est hermitien (voir nronosition 14.2211 . Autrement dit, si E est 
hermitien, la proposition est etablie en sommant les inegalites ci-dessus de f = 1 a A^. 
Le cas general s’en deduit alors en appliquant I’inegalite (l4^ a J{E) et en utilisant 
la, nronosition l4. 91 ainsi erne la, majoration h((Ei. M Gi'.pD < h{Ei,Gi;pi). □ 

Une autre fagon de generaliser le lemme 16.41 est de considerer des pentes autres 
que la pente maximale, et meme de supprimer I’hypothese d’injectivite de p, an 
prix de quelques modifications donnees dans I’enonce suivant. 

Proposition 6.7. Soit E, F des fibres vectoriels adeliques et p : E ^ F une 
application k-lineaire. Alors, pour tout entier i > 1 inferieur au rang de p, la pente 
Mdimkevip{E) est inferieure a 

P.(F) + 4 log m + log A® + k(E.F-. . 








PENTES DES FIBRES VECTORIELS ADELIQUES 


41 


Demonstration. On commence par montrer que 

ker cp {E)<MF) + HE,F;ip) 


lorsque E et E sont hermitiens. Tout d’abord, montrons que Ton pent supposer que 
est injective. En effet, le quotient E/kei s’injecte dans E. Grace a la formule 
du minimax (qui est une egalite dans le cas hermitien), pour tout e > 0, il existe un 
sous-fibre adelique hermitien i?e de E, de dimension inferieure a dimkerc/? + i — 1 
et contenant ker ip, tel que 


E / ker p \ 
E^/keip ) 



+ e . 


Or I’application p : E/E^^ {E/ kei p)/{E^^/kei p) est un isomorphisme de hauteur 
negative car la norme d’operateur de p est plus petite que 1 en chaque place de k. 
La pente maximale de 

E j ker p 
Ef^lkerp 

est done superieure a celle de EjE^ par le lemme [6741 elle-meme plus grande que 
tii+dimkerip{E) toujours eu vertu de la formule (l38)) . On pent alors faire tendre e 
vers 0 et constater que 


/^2+dim ker tp (E) < Pi (^E/kerp'j 


Comme h{E/ ker p, F; p) < h{E,F;p), il sufRt done bien de traiter le cas 
kerp = {0}. Dans ce cas, on utilise a nouveau la formule ll^ en observant que 
si i ?2 C C i? avec dimi?i > i > dimi ?2 alors p(i? 2 ) C p{Ei) C F avec 

dim p{Ei) > i > dim p{E 2 ). La pente maximale de E/E 2 est a la fois plus petite que 
Pma.x{F/ p{E 2 )) + h{E,F]p) (lemmeEH]) et plus grande que Pi{E) (formule (l3^ L 
D’ou Ton deduit Pi{E) < Pi{F) + h{E,F\p) en faisant varier E 2 , I’espace p{E 2 ) 
parcourant les sous-espaces vectoriels de p{E) de dimension inferieure hi — 1. 

Une fois la majoration etablie dans le cas hermitien, on I’applique aux fibres 
adeliques hermitiens E^ et (introduits apres les relations ll28)) i. puis Ton utilise 
I’encadrement ll36l) ainsi que les evaluations (|44l) et ll45ll de la hauteur de p pour 
en deduire le cas general. □ 


Corollaire 6.8. Soit E, F des fibres vectoriels adeliques et p : E ^ F une appli¬ 
cation k-lineaire. On note m la dimension de F. Si p est surjective alors la pente 
maximale (imax(E) est inferieure a 

deg„E - (m - 1)/Imin(£^) + {m - l)h{E, F;p)-\- — log {A{E)A{F)) ■ 

Demonstration. Des formules deg^F = et pi{F) = Pmax(F) 

llemme lh.lDD Ton deduit la majoration 

(50) Mmax(F) < deg„F - (to - l)p„(F) . 

La proposition 16.71 appliquee avec i = m = rgp fournit une minoration de pm(F) 
qui est trop faible pour prouver le corollaire a cause des termes d’erreurs qui se sont 
ajoutes. On va done commencer par utiliser I’estimation (l5fll) avec le fibre hermitien 
Fg construit a la suite de (IMl) au lieu de F. On a vu que Pmax{F) < Pmax{Fe) 
(voir ce qui suit la definition 15.4|) et la proposition 16.71 appliquee au morphisme 
p : Fe ^ Fe et i = m = rgp fournit la minoration 

PmiFe) > Pn{Ee) - h{Ee, Fp, p) . 
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^)V'm{Fe) 

l)'iln{E^) + (to - l)h{Ee, F^-ip) . 

D’apres I’observation (1^ . on a deg„i^e < deg„i^ + ^ log A(F) + TOlog(l + e). De 
plus, les estimations (l44l) et (l45l) pour la hauteur donnent 

h{Ee, Fe;p) < h{Ee, F] p) < h{E, F; V?) + ^ log A(F) + log(l + e) . 

Enfin, grace au lemme lK.lll nour le fibre hermitien on a 

PniEe) = min ^„(F/F ',\.\^) > min r2„(F/F', ||.||;g) = Pn,in{E) . 

h/ (_£/ h/ C-E 

La majoration souhaitee pour la pente maximale /imax(E) decoule de ces estimations 
que Ton reporte dans la majoration ((Ml) , en faisant tendre ensuite e vers 0. □ 


On obtient ainsi 

Mmax iF)< /^max (Fe) < degnFe - (to - 
< deg^Fe - (to - 


(51) 


7. Pentes maximales des puissances symetriques 


L’objectif de ce paragraphe est de montrer I’enonce suivant. 

Theoreme 7.1. Soit E un fibre adelique hermitien de dimension n>l. Pour tout 
entier £> 0, la pente maximale de la puissance symetrique S^{E) verifie 

1) si k est un corps de fonctions alors on a fimaxiS^(E)) = ifimaxiE). 

2) si k est un corps de nombres alors 

0 < fimaxiS^ (E)) - dpmayiiE) < 2£n\ogn . 

Avant d’effectuer la demonstration de ce theoreme, rassemblons deux enonces 
preparatoires, d’interet independant. 

Pour i = (F, ■ • ■, in) G N", on note |i| la longueur de i definie par |i| := ii+- ■ ■+in 
et i! := zi! • ■ - in-- Etant donne ^ S N, si A est la matrice d’un endomorphisme u 
dans une base (ei,...,e„) de /c", la matrice S^{A) est celle qui represente S^{u) 
dans la base ef ou les n-uplets (F, •■■,*«) G N" sont de longueur f et 

ordonnes lexicographiquement. 


Lemme 7.2. Soit v une place de k et Uy un endomorphisme de ky. On suppose 
A:" muni de la norme \.\ 2 ,v et on note ||.||„ la norme d’operateur des endomor- 
phismes de (fc",|.| 2 ,i)) si v est ultrametrique ou la norme de Hilbert-Schmidt si v 
est archimedienne. 


(i) Si Uy est un isomorphisme alors 


(52) 


I dct Uy 1^ 


(ii) Pour tout entier naturel £, on a 

detS'^(ui,) = (detui,)( " ) • 

Elements de demonstration, (i) En une place finie v, si Ton note Ay la matrice qui 
represente Uy dans la base canonique de fc", I’estimation (l5^ est la consequence 
de la formule matricielle A~^ = ou *comA„ designe la transposee de la 

comatrice de Ay. Si v est archimedienne, on observe que la norme de Hilbert- 
Schmidt ||mi,||i, est la racine carree de la somme des valeurs propres de I’operateur 
hermitien ^u^Uy qui est defini positif. En remarquant que ^THUy et ont le 

meme spectre Ai < • • • < A„, I’inegalite (l52ll n’est rien d’autre que 


\ M • • • ^n) < 



n —1 
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(ii) Pour demontrer cette formule, on peut par exemple choisir une base trigo- 
nalisante de Uy dans une extension algebrique de ky et observer que le monome 
symetrique n|i|=£egale (Xi • • • X„)( " □ 


Le second lemme requiert deux notations supplementaires. On pose 

0 si fc est un corps de fonctions 
1 si fc est un corps de nombres 

et, pour n, £ G N, on definit 

(dans ce produit, i G N^). 

On connait une estimation asymptotique du logarithme de jn,e lorsque £ +oo et 
n fixe, que Ton peut ecrire en function des nombres harmoniques Hn := ^11=1 La 
quantite log 7 „_£ est alors egale a {Hn — 1)(£ + o(£)) lorsque £ —>■ +oo (voir annexe). 


ln,e ■= 




Lemme 7.3. Soit £ G N \ {0} et E un fibre vectoriel adelique de dimension n > 1. 
Alors, pour toute norme tensorielle adelique hermitienne a d’ordre £, on a 


fin {SiiE)) - £fin{E) 


2 log7n7 


< ^logA(£;) . 


Demonstration. Supposons dans un premier temps que E est hermitien. Dans ce 
cas, on peut omettre la reference a a dans la notation S^{E) (qui n’en depend pas, 
car a est hermitienne). II s’agit de montrer que 

fin (S^iE)) = £fin{E) + - log 7 „,f . 

Quitte a fixer une fc-base de E, on peut identifier E h kE. II existe une matrice 
adelique A = (Ay)y G GL„(fcA) telle que, pour toute place u de fc et tout x £ ky, 
on ait ||a:||£;^^ = \Ay.x\ 2 ,y Les metriques sur S^{E) sont determinees par S^{A), 
au sens oil S^{E) est I’image par S^{A) du fibre adelique hermitien 5'^(fc", |.| 2 )- 
L’egalite (|4fil) et le lemme iLil entrainent alors 

M.) = g„S'(E) + j; E tog |det ' 

Le lemme O (ii) permet de calculer le determinant de S^{Ay). En observant que 
dimS'^(i£) = et en appliquant a nouveau I’egalite l(46)l k E et (fc", |.| 2 ), on 

obtient 

fin {S\E)) = £fin{E) + fin {S\k^, j.^)) . 

Ce dernier terme donne la contribution ^ log 7 „,£ aux (eventuelles) places archime- 
diennes de fc. Ceci est une consequence du calcul local suivant. Soit v une place de fc. 
Si (ei,..., e„) designe la base canonique de fc" alors, pour tout i = (ii, ..., i„) G N", 
la norme de I’element Efi ■ • ■ G (fc", |.| 2 ) vaut (i!/£!)^/^ si v est archimedienne 
et 1 sinon (voir S 1,3.3L La formule souhaitee etant etablie dans le cas hermitien, le 
passage au cas general s’effectue grace aux fibres de John et Lowner associes a E, 
en observant que S^{L{E)) ^ Sl^{E) ^ S^{J{E)). On obtient alors 

logvr(;B) < fin {SiiE)) - £fin{E) - ^ log 7^7 < ^ logC'r(;B) 

(voir ilMl) et la proposition BH). On conclut au moyen de la majoration 
max{vr(i£), vf(i£)} < A{E) (voir l(?7ll L □ 
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Demonstration du theoreme \7.1[ La premiere inegalite t[lmax{E) < /imax(5'^(£')) 
est une consequence directe du lemme 17.31 (cas hermitien) : 

'iF C S, £^n(F) < MS^(F)) < nm.AS\E)) . 

Le resultat se deduit de la definition de la pente maximale de E. Montrons main- 
tenant que 

/imax(5'^(L^)) -■^Mmax(fi^) < 2Mnlogn 

{S est defini par ll53ll L D’apres le lemme de Siegel absolu [4.141 pour tout e > 0, il 
existe une A:-base ei,..., e„ de ill 0 fc telle que 

_ ^fl 

%(ei) H-h %(e„) -b degn det fil < — logn -b e . 

On peut supposer que les vecteurs ei,..., e„ sont definis sur une extension finie K 
de k. Soit Eq le fibre adelique hermitien dont I’espace sous-jacent Eq est Ek et dont 
la norme d’un vecteur x = ^ E^kCy en une place w de K au-dessus de v est 

si w est arcliimedienne et max^ {|a;i|«||ei||_E,w} sinon. Comme 
Eq et Ek sont des fibres hermitiens avec le meme espace sous-jacent, il existe une 
matrice S = G GL(£’ Ka) telle que Ek — E.Eq (au sens donne peu 

apres la definition du degre adelique, voir (l22l) i. On note encore E : Eq ^ Ek 
I’application identique. Get abus de notation se justifie par le fait que les normes 
d’operateur ou de Hilbert-Schmidt de I’application x G Eq®Kw x G E®Kw sont 
celles de pour toute place w de K. En appliquant le lemme 16.41 a I’application 
inverse de S'^(E) : S^{Eo) S^{Ek), on obtient : 

/imax {S‘(E)) = lim.. < Mmax {S^^o)) + h {S\E-^)) 

Evaluons chacun des termes du membre de droite de cette inegalite. La pente maxi¬ 
male de S^{Eo) se calcule en observant que S^{Eo) est la somme directe orthogonale 
des espaces K.e’^ • • • pour i := (*i,..., in) de longueur £. D’apres la nronriete l5.7L 
2 ), on a 

Mmax {S^{Eo)) = max |deg„(iL.el’’ • • • e^")| 

f " _ <5 i\ 

= max i 2^ ijMmax(i^-ej) -b - log —-r 

On en deduit 

_ _ g£ 

Mmax (S^Eo)) < i max {^max(if-ei)} -b -- logn 

l<2<n Z 

_ S£ 

= ^Atmax(filo) + Y logn . 

Le lemme EH] applique a E : i?o ^ Ek donne /imax(£'o) < timax{E) + h{T,). La 
hauteur /i(E) est majoree par |logn car ||E||uj < \/n si w est archimedienne et 
||E||u, < 1 sinon. On obtient ainsi 

Mmax (S^iEo)) < £ (/imax(fil) + log n) . 

Par ailleurs, en ce qui concerne la hauteur de E“^, on applique la majoration ll5^ 
du lemme 17.21 Compte tenu de I’estimation des normes de E, on en deduit la 
majoration 

< 6 {n-l)logy/n-^ ^ n^, log | det E„,|„, • 

w place de K 
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L’egalite (l4^ obtenue a la suite du lemme [6^ montre que cette derniere somme 

est aussi la difference des degres adeliques deg^E — deg„i?o, Qui vaut deg„ det E + 

+ • • • + h-j^{en) car E est hermitien et le degre de Eq se calcule au moyen de 

la formule . Cette quantite est inferieure a ^ log n + e en vertu du choix de la 

base (ei,..., e„). La synthese de ces informations conduit a I’estimation : 

( 3ti 
5{n- l)logV«+ + ^ 

< ^ (^ina^{E) + (^n+^ Slogn + e 

Dans cette inegalite, on pent faire tendre e vers 0 et Ton obtient le resultat voulu. 

□ 

Corollaire 7.4. Pour tout entier i > 1, pour toute norme tensorielle adelique 
hermitienne a d’ordre £ et tout fibre vectoriel adelique E sur Speck, on a 

--^logA{E) < fimax {Si{E)) -£fi,niax{E) < i (^2n6logn+ ^\ogA{E)^ . 

Demonstration. En vertu du lemme 177^ pour tout sous-fibre adelique F C E, on a 

iMF) < rin {Si(F)) + ^ log A(F) et A(F) < A(E) . 

A priori les metriques sur S^{F) ne sont pas les restrictions des metriques de Sl^{E) 
a S^{F). Toutefois, d’apres la proposition 12.121 on a ^ ^ 

Ton deduit 

IMIs^(e)) ^ Si(F) puis Mn (F^(F)) < {Si{E)) . 

La premiere inegalite du corollaire 17.41 en decoule. Pour la seconde estimation, on 
applique le theoreme l7.1l au fibre adelique hermitien Eg (voir (l28l) L Comme Eg ^ E, 
on en deduit S^{Eg) ^ S^{E) (lemme |4]3]) et done 

fin.a.{Si(E)) <fi^,,,{S\Eg)) . 

D’autre part, comme nous I’avons mentionne a la suite de la definition [131 la pente 
maximale de Eg est majoree par celle de E plus log(l + e) + log A(F). Le resultat 
s’ensuit en faisant tendre e vers 0. □ 

Remarque 7.5. Si k est un corps de nombres, I’egalite (xmax (5'a(F)) = IfimaxiE) 
est en general fausse, meme asymptotiquement lorsque I +oo ou meme si E et 
a sont hermitiens. En effet I’estimation asymptotique log 7 „_£ ^ (iL„ — 1)^ et 

> + CX) 

le lemme O entrament la majoration 

/“Ft\ ^/rr A /“Fi\ T ■ r Mmax (S (£^)) 

Ain(F) + -{Hm - I) < 7 ^ log A(F) + hminf- - - , 

Z U £—>--\-oo t 

vraie pour tout sous-fibre adelique F C F de dimension m > \. Aussi, lorsque la 
pente maximale de F est atteinte pour un fibre F de dimension > 2 (par exemple 
lorsque F est semi-stable) et si F est hermitien (A(F) = I), on a 

^ t~c^\ Mmax (5'^(F)) 

ftmax(F) < hmini- - - • 

Ces proprietes des pentes et pentes maximales des puissances symetriques de 
F se transmettent aux fibres des sections globales des puissances tensorielles du 
faisceau canonique 0(1) de I’espace projectif P(F). 

Plus precisement, soit F un fibre vectoriel adelique sur Spec A: de dimension n > 
1. On note P(F) le schema Proj S(F) de morphisme structural tt : P(F) ^ Spec A; 
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et 0{1) le fibre en droites universel sur P{E). Pour toute place u de fc et tout point 
X S P(i?)(C„), la surjection canonique n*E 0(1) confere une metrique ||.||«,a; 
a la fibre 0(l)x par quotient. Et plus generalement, pour £ e N \ {0}, on note 
IMU.x/ la norme induite sur 0{i)x = 0(1)®^. En une place archimedienne v de 
k, une mesure de Haar sur le groupe localement compact {E (g)/c C^, +) induit une 
mesure sur I’ouvert {E C„) \ {0}, qui est un espace homogene sous Taction du 
groupe multiplicatif C*. On obtient de la sorte une unique mesure de probabilite 
^E,v sur P{E (8)fe C„) ~ {{E C„) \ {0}) /C*. On pent munir alors le /c-espace 

vectoriel Ei des sections globales 11^{P{E),0{£)) d’une structure de fibre adelique 
hermitien sur Spec k en considerant les normes suivantes. Etant donne une place v 
de k et un element s de E^ (8)^ C„, on pose 

{ sup^gp(^)(c„) ||s(a::)IU,rc,^ si v est ultrametrique, 

(/p(E)(c„) si V est archimedienne. 

Aux places archimediennes le choix pent sembler arbitraire mais il assure la com- 
patibilite avec la litterature arakelovienne dans le cas ou E est hermitien. 


Lemme 7.6 (Lemme 4.3.6 de [4]). Soit E un fibre adelique hermitien sur Specfc 
et I un entier > 1. L’isomorphisme canonique lf‘{P{E),0{£)) —> S^{E) induit 
une isometric sur les Cy-espaces vectoriels correspondants si v est ultrametrique et 
une similitude de rapport si v est archimedienne. 


Autrement dit, si an,i designe Tidele ((" ^ ^ • ■ • > 

alors S^{E) s’identifie a an,e.Eg (au sens de la pagelHl avec an,e vu comme une ho- 
mothetie de E®kp^). Ce lemme pent se demontrer en explicitant la norme 
avec des coordonnees. Le choix d’une base (Xi,..., X„) Ae Ei ^ E permet d’ecrire 
s comme un polynome P en les variables Xi et si Ton designe par (xi,..., x„) G C" 
les coordonnees de x dans cette base, on a la relation 


I P(xi, . . . , Xji) 1^ 


On pent alors calculer les integrales ci-dessus lorsque v est archimedienne et si la 
norme ||.||_E,t) est hermitienne. 


Proposition 7.7. Four tout fibre vectoriel adelique E sur Speck et tout entier 
£ > 1, la pente normalisee du fibre adelique hermitien Ei verifie 

''n — 1 + i'y 

I 


C 

fi^{Et) -£fi.n{E) - - log 


ln,e. 


< -\0gX{E) 


n — 1 


Quant a la pente maximale de Et, la quantite 

est comprise entre — ^ log A{E) et £ (2Snlogn + ^log A{E)). 


Demonstration. Dans le cas hermitien, cette proposition est une simple consequence 
du theoreme O et du lemme 17.31 car Eg = a^\.S^{E). Une fois ce cas etabli, le 
cas general s’obtient en considerant le fibre E^ (voir (l28l) L II faut observer que les 
normes sur Ei donnees par celles de Ug et E verifient des inegalites du meme type 
que (l28ll . a savoir que, pour tout sous espace vectoriel E' de on a 

{E', (|.|(e8 ...).) ^ {E', (IMIe,,.).) ^ [e', ((d(fi; + e)Y |.|(£;,)o0 J ’ 

□ 





PENTES DES FIBRES VECTORIELS ADELIQUES 


47 


Ce dernier enonce ofFre une transition vers la geometrie algebrique et la geometrie 
diophantienne, domaines dans lesquels le formalisme des pentes trouve probable- 
ment sa raison d’etre. 


8. Perspectives geometriques 

Comme nous I’avons deja mentionne dans I’introduction, le formalisme des pentes 
adeliques a des applications en geometrie diophantienne. Dans ce dernier para- 
graphe, nous souhaitons donner quelques pistes pour mieux comprendre I’usage que 
Ton peut faire de ces pentes dans un probleme diophantien de nature geometrique. 
Dans cette optique, I’inegalite 

(54) ^^{ E ) < V ^^)] + ^ logvr(:B) 

n V 

de la proposition [GlUjoue un role important meme si elle n’est finalement qu’une 
version savante de la formule du produit, ou de ce que I’on appelle en Transcendance 
Vinegalite de Liouville. Quoi qu’il en soit, elle est I’axe autour duquel s’articule la 
methode des pentes, methode congue par J.-B. Bost [6] et utilisee par exemple 
dans les articles [16,18,19,39]. Dans un contexte geometrique, les objets E,Gi,ip 
sont souvent choisis de la maniere suivante. On considere une variete projective 
X sur un corps global k et L ^ X un fibre en droites ample sur X. On pose 
E := H°(X,L®™) I’espace vectoriel des sections globales d’une puissance entiere 
m de L. On se donne egalement un sous-schema ferme S de X, fini, compose 
de points epaissis de X{k) dans certaines directions a divers ordres. Un point de 
S procede d’un triplet constitue d’un point fc-rationnel x Ae X, d’une direction 
d’epaississement (p. ex. cela peut etre un sous-espace vectoriel de I’espace tangent 
tx,x a X au point x) et d’un ordre de derivation. L’objectif de la methode des 
pentes est de degager quelques proprietes diophantiennes de S. Typiquement, on 
dispose d’un certain nombres de points complexes de X dont on cherche a prouver 
la transcendance. On les suppose algebriques et on forme un schema E avec cette 
hypothese. L’application lineaire ip est le morphisme d’evaluation qui a une section 
s G E associe la restriction S|s de s a E. La filtration de E := 

H‘^(E,L^'") est choisie de maniere a annuler successivement les points de E et les 
ordres de derivations correspondants. L’espace quotient Gi s’identifie a un sous- 
espace de S^{tx 3 ,) (8i x*L®’^ ou ^ € N et X G T,. Afin de mettre en oeuvre I’inegalite 
de pentes (l5ill , il faut choisir des structures adeliques sur E et les Gi , suffisamment 
appropriees pour que la pente normalisee ^^{E), la pente maximale /tmax(ixa;) 

le degre normalise deg„a;*L puissent etre evalues en fonction d’invariants attaches 
a X,L,x. Nous allons detailler cela dans un instant. Soulignons auparavant que, 
pour esperer obtenir quelques informations sur E, il importe en general d’avoir des 
donnees rendues dynamiques par I’introduction de parametres tels que I’entier m 
dans la definition de E ou bien ceux qui sont dissimules dans la definition de E 
(ordres d’annulations en chaque point x). 

Revenons maintenant sur le choix des metriques. Pour ce qui est de I’espace 
tangent tx,xj on peut le munir d’une structure entiere provenant d’un modele (X ^ 
Spec Ok,Sx : Spec Ok X) de {X, x), lisse en Sx, oil Ok designe I’anneau des entiers 
de k. Aux places archimediennes u de /c, la premiere forme de Chern ci(L„) du fibre 
ample Ly ^ X x SpecC„, induit par L, fournit des metriques hermitiennes sur 
tx.X Oy . 

En ce qui concerne les structures adeliques de E et de x*L, on peut distinguer 
deux ecoles : soit I’on choisit avec soin les metriques pour en obtenir de canoniques 
et Ton calcule alors explicitement les quantites PniE) et degyX*L (cette derniere 
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etant alors une hauteur canonique de x) ; soit, a contrario, on opte pour une tres 
grande souplesse dans le choix des metriques, avec le minimum de contraintes, et 
I’on se contente de formules asymptotiques pour ces quantites avec L remplace 
par L®™ et TO ^ +oo. D’une maniere generale, la premiere option est celle qui 
predomine en geometric d’Arakelov. Mentionnons, a titre d’exemple, le cas d’une 
variete abelienne X sur un corps de nombres k, munie d’un fibre en droites L ample 
et symetrique. En s’appuyant sur les travaux de L. Moret-Bailly, J.-B. Bost a montre 
comment choisir un modele dit cuhiste de {X, L, E) afin de calculer explicitement 
la pente normalisee de W{X,L) en termes de la hauteur de Faltings hpiX) de X 
et du degre geometrique degj;^ X ; la formule exacte est 

Mn(H0(X, L)) = -^hF{X) + i log {d:=dimkX). 

Dans ce cas le degre normalise degjja;*L est la hauteur de Neron-Tate de x relative 
a L (voir le theoreme 5.10 de [5]). Toutefois les choix des metriques et les calculs qui 
en decoulent sont assez delicats, utilisant des resultats profonds comme le theoreme 
de Riemann-Roch arithmetique. Aussi — lorsque le probleme s’y prete — il est par- 
fois preferable de se contenter de formules asymptotiques pour ^n(H°(A',L®"*)), 
lorsque to ^ +oo (theoreme de Hilbert-Samuel arithmetico-geometrique). D’au- 
tant plus, peut-etre, depuis la parution du memoire de R. Rumely, C.F. Lau & 
R. Varley [28] qui fournit un enonce de ce type, sous des hypotheses tres faibles. 
Pour mieux comprendre de quoi il s’agit, nous allons enoncer le resultat princi¬ 
pal de [28] (theoreme (A) p. 4) avec des hypotheses un peu plus fortes (p. ex. 
nous prenons des normes au lieu de semi-normes). Ce resultat donne une illustra¬ 
tion de la maniere avec laquelle on procede pour donner une structure adelique a 
H0(X, L®™) et a;* Let d’un calcul de pente normalisee non trivial. Etant donne une 
place V de k et X G Ar(C„), on considere une norme ||.||L,«,a; sur la fibre 0^ C„, 
invariante sous Taction de Gal(Ct,/fc^), norme que Ton transmet a L®™ Ct, 
par produit tensoriel. On suppose que, pour tout x G X{k), pour tout element 
e G Lx \ {0}, on a ||e||L_t,^a; = 1 pour toute place v en dehors d’un nombre fini. 
Pour s G H^(X, L®™) C„, on pose alors ||s||„ := sup,j,g;!f(c:^) ||s(a;)||i»m^„_ 3 ,. Cela 

definit une structure adelique sur H°(Ar, L®™) des lors que ||s||t, est toujours fini 
et meme un peu plus, a savoir que si s 7 ^ 0 et pour toute place v en dehors d’un 
ensemble fini (qui pent dependre de s), on requiert ||s||t, = 1. La encore, le choix 
des normes ||.||L,i,,a; aux places ultrametriques v de k pent se faire au moyen d’un 
modele entier (X,L) sur SpecOfe de (X,L) (voir op. eit.). 


Theoreme [28] . Soit X une variete projective sur un eorps global k. On suppose 
que X est equidimensionnelle et geometriquement reduite. Soit L ^ X un fibre 
en droites ample, muni de metriques comme ci-dessus, eonferant a H°(X, L®™) 
une structure de fibre veetoriel adelique, pour tout entier to > 1. Alors il existe un 
element h-j^{X) G RU {-Too} tel que 

(55) -/in(H0(X,L®™)) %(X), 

TO m^+00 


element qui s’exprime en fonetion de la capacite sectionnelle S'.y(L) de L par la 
formule 


hT{X) = 


log S^{L) 
D{d+l)deg^X 


(d = dimfc X, D = [k : ko]). 


Nous avons note a dessein hj^{X) la limite ci-dessus car, lorsqu’elle est finie (et 
Ton connait un critere pour que ce soit le cas, ibid.), les proprietes de la capacite 



PENTES DES FIBRES VECTORIELS ADELIQUES 


49 


sectionnelle font que cette quantite se comporte effectivement comme une hauteur 
canonique de X relativement a L (voir [11,41] ainsi que le theoreme (B) de [28]). 

Lorsque X est une variete abelienne sur un corps de nombres et L un fibre en 
droites cubiste, on a h-^[X) = 0. On pent observer que I’utilisation conjointe d’un 
resultat asymptotique tel que (l55l) et de I’inegalite de pentes lIKill n’est pas entravee 
par la presence du terme d’erreur log vr(H 0 (X, L®™)), logarithmique en m et 
done negligeable devant to. 


Annexe 


Nous etablissons I’estimation asymptotique suivante, mentionnee au para- 
graphe |7l 

Proposition . Soit n,£ G N\ {0} et jn.t le nombre reel positif defini par la jormule 

log7n,f = -71+^ II log I ■ 

V n-l ) ieN" 

|i|=f 

Posons Hn := 1^/*- ^lors, lorsque n est fixe et I tend vers +oo, on a 

l0g7n,^ = {Hn - 1)(^ + 0{£)) . 


Demonstration. Le cas n = 1 est immediat et Ton suppose n > 2 pour cette de¬ 
monstration. Notons ii,... ,in les composantes de i G N". Soit / : [0, -|-oo[—> R la 
function continue definie par /(O) = 0 et, si a; > 0, f{x) = —xlogx. En vertu 
de la formule de Stirling, rappelee au bas de la page jT] le terme log s’ecrit 
Yl=i f{ih/£) + 0 (log£). On a alors 

log 'ln,e 1 r f ih\ 

^ ' \i\=lh=l ^ ^ 

On reconnait pour le membre de droite la somme 

|j|<^ 

qui est une somme de Riemann (n — l)-dimensionnelle convergeant vers I’integrale 



(56) 


/ {f{xi) H-h f{Xn-l) + f{l- Xi - Xn-l)) dxi . . . dXn-1 

Jn 


sur I’ouvert O := {{x\, ..., Xn-i) G ]0, -|-cx)["“^; Xi-\ -ha^n-i < 1}- Par symetrie, 

les integrales f(xi), 1 < i < n—1, sont toutes egales. Par changement de variable 
y := 1 — xi — ■■■ — Xn-i, qui ne change pas le domaine O, la derniere integrande 
de l(5fi)l pent etre remplacee par f{xn-i), et I’integrale lIKfi)) vaut alors 


n / /(a:„_i) dxi ... da;„_i =n f{u) vol(a;i -I- - h Xn -2 <l-u)du 

JQ Jo 


«vol(6i 2) 


[\l-ur-^f{u)du 

Jo 


(id vol est la mesure de Lebesgue sur ^). La formule 0 donne 
n vo 1 ( 6 )j_ 2 )/ 2 "“^ = n/(n — 2)!. Et la derniere integrale se calcule au moyen de 
deux integrations par partie (en observant que dit = Hn). On trouve 

Jp (1 — u)"“^/(m) dit = n(n-i) ~ 1 )) oe qui permet de conclure. □ 
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Cette demonstration revet un caractere ad hoc. Avec une analyse du terme reste 
de la somme de Riemann en fonction de la premiere derivee de /, on pent montrer 
que log 7 „,^ = [Hn — 1)^ + 0(log£). Une vision plus savante et inspiree de ce genre 
de calculs se trouve dans la these de H. Randriambololona, dans laquelle le lecteur 
pourra trouver une evaluation asymptotique a un ordre quelconque de (variantes 
de) log 7 n 7 et d’autres quantites d’origine geometrique, plus generales (voir [24], 
chapitre 4, proposition 4.2.3 et supra). 
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